
کاربرد ریاضی در فیزیک
بخش اول: مفاهیم اولیه بردار

هر شخصی در درک مسائل فیزیک به ریاضیات برداری نیاز مبرم دارد. از طرفی باید با نوع کمیت فیزیکی که با آن سروکار دارد نیز آشنا باشد.

کمیت برداری

کمیتی که علاوه بر بزرگی، دارای جهت )راستا و سو( است و از قاعده های جمع برداری پیروی می کند را کمیت برداری گویند.

F نمایش می دهند.


مانند مکان، جابه جایی، سرعت، شتاب، نیرو، میدان گرانشی، میدان الکتریکی و … . یک کمیت برداری را با نمادی مانند 

بزرگی یا اندازۀ بردار
بزرگی هر بردار یک عدد مثبت است که بیانگر اندازۀ )مقدار( آن کمیت برداری است. هرگاه یک کمیت برداری را با یک پیکان نمایش دهیم، بزرگی کمیت 

|F نمایش می دهند. |


F یا  F را با یکی از نمادهای 


برداری، متناسب با طول پیکان است. بزرگی یک بردار مانند 

جهت بردار
جهت هر بردار دارای دو مشخصه است: راستا و سو

هر راس�تای معین دارای دو س�وی مخالف است. برای نمونه برداری که در امتداد شمال و جنوب است دارای 
دو سو، یکی رو به شمال و دیگری رو به جنوب است.

xoy واقع است، قرارداد زیر را به کار می بریم: برای بیان جهت یک بردار که در صفحۀ 
، در سوی مثلثاتی )پادساعتگرد( می سازد.« ox »جهت هر بردار، زاویه ای است که آن بردار با جهت مثبت محور 

برایند دو بردار
 θ بردار برایند دو بردار، قطر متوازی الاضلاعی است که بر دو بردار ساخته می شود. اگر زاویۀ بین دو بردار را 
R F F F F cos= + + θ2 2 2

1 2 1 22 بنامیم، آن گاه: 
R F F F R Fcos ( cos )= + + θ⇒ = + θ2 2 2 2 2 2

1 1 1 12 2 1 F باشد:  F=1 2 چنان چه 

R F R F( cos ) cosθ θ= ⇒ =2 2 2
1 12 2 2

2 2

اگر زاویۀ بین دو بردار افزایش یابد، بزرگی برایند آن ها چه تغییری می کند؟
همواره کاهش می یابد )به شکل های روبه رو دقت کنید(.

برایند دو بردار در چه صورتی صفر می شود؟
در صورتی که بزرگی آن دو برابر و در خلاف جهت هم باشند.

180 درجه بسازند، هرگز صفر نمی شود. برایند دو بردار که با هم زاویه ای غیر از 
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بزرگی برایند دو بردار در چه صورتی بیشینه و در چه صورتی کمینه است؟
بزرگی برایند دو بردار در صورتی بیشینه است که دو بردار هم جهت باشند و در 

صورتی کمینه است که دو بردار در خلاف جهت هم باشند.

F F R F F| |− ≤ ≤ +1 2 1 2 بزرگی برایند دو بردار بین مقدارهای روبه رو است: 

3 واحد است. بزرگی برایند آن دو چند واحد می تواند باشد؟ 4 واحد و  بزرگی دو بردار 
4( هر سه گزینه  درست هستند.  2  )3  6  )2  5  )1

|R است، بنابراین گزینۀ )4( درست است. |− ≤ ≤ +4 3 3 4 هر سه مقدار، بین 

در چه صورتی برایند سه بردار صفر می شود؟
هرگاه بزرگی هر یک از آن ها، برابر بزرگی برایند دو بردار دیگر و در خلاف جهت 

آن باشد.
F F F F F F+ + = ⇒ + =−1 2 3 1 2 30
     

ام و در خلاف جهت آن باشد. n n−1 بردار دلخواه از آن ها هم اندازۀ بردار  n بردار در صورتی صفر می شود که برایند  برایند 

برایند بردارها به روش مثلث )روش چندضلعی(
در این روش هر بردار از انتهای بردار قبلی رسم می شود. بردار R که در شکل رنگی نشان داده 

شده، بردار برایند است.
R F F= +1 2
  

 

هرگاه برایند سه بردار صفر شود، تشکیل یک مثلث می دهند و بزرگی هر یک از بردارها از مجموع بزرگی دو بردار دیگر کمتر و از تفاضل بزرگی 
آن دو بیشتر است.

m9 را انجام داده است. کدام گزینه نمی تواند برایند این سه بردار جابه جایی باشد؟ m4 و   ، m3 متحرکی جابه جایی های 
8  )4  10  )3  1 )2  12  )1

: این سه بردار تشکیل مثلث نمی دهند،  dmax = + + =9 4 3 16 بیشینه بزرگی برایند سه بردار وقتی به دست می آید که آن سه بردار هم جهت باشند: 
پس کمینه بزرگی برایند آن ها نمی تواند صفر شود، بلکه کمینه بزرگی برایند این سه بردار در حالتی است که بردارهای به طول 3 و 4 هم جهت و در خلاف جهت بردار 

≥d است و بردار به طول 1، در گزینۀ )2( نمی تواند برایند این سه بردار باشد.  ≤2 16 dmin در این صورت  ( )= − + =9 4 3 2 به طول 9 باشد. 
بنابراین گزینۀ )2( درست است.

m6 انجام داده است چند متر می باشد؟ m9 و   ، m4 کمینه و بیشینۀ جابه جایی متحرکی که جابه جایی ها به اندازۀ 
7 17 و   )4 3( 1 و صفر  19 و صفر   )2 19 و 1   )1

Rmax = + + =6 9 4 19 بیشینۀ اندازۀ برایند سه بردار وقتی است که سه بردار هم جهت باشند. 
Rmin =0 کمینۀ اندازۀ برایند این سه بردار برابر صفر است زیرا می توانند تشکیل یک مثلث دهند و در شرط مثلث صدق می کنند.  

بنابراین گزینۀ )2( درست است.

1 

2 

3 
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تفاضل دو بردار

تفاضل دو بردار در حل بس�یاری از مس�ائل فیزیک کاربرد دارد. به طور مثال در به دست آوردن تغییر مکان 
برای سرعت متوسط، تغییر سرعت برای شتاب متوسط و … . دانستن تفاضل دو بردار بسیار مهم است.

R F F F F( )′ = − = + −1 2 1 2
    

برایند یک بردار با قرینۀ بردار دیگر را تفاضل دو بردار گویند. 
F1 رسم کرد و یا 



F2 را به دس�ت آورد و سپس برایند آن را با 


با توجه به ش�کل روبه رو، می توان ابتدا قرینۀ 
R F F F F cos′ = + − θ2 2 2

1 2 1 22 F1 رسم کرد. 


F2 برداری به انتهای 


کافی است از انتهای 

R F sin θ′=2
2

F باشد می توان ثابت کرد:   F=1 2  اگر 

اگر زاویۀ بین دو بردار افزایش یابد، بزرگی تفاضل آن ها چه تغییری می کند؟
θ، تفاضل دو بردار بزرگ تر است.( >θ2 همواره افزایش می یابد. )با توجه به شکل، وقتی 1

بزرگی تفاضل دو بردار در چه حالتی بیشینه می شود؟
a b a b| | | | | |− = +
 

  وقتی دو بردار در خلاف جهت هم باشند. 

بزرگی تفاضل دو بردار در چه حالتی کمینه می شود؟
وقتی دو بردار هم جهت باشند.

a b a b| | | | | |− = −
 

 

F F R F F| | ′− ≤ ≤ +1 2 1 2 بزرگی تفاضل دو بردار، بین مجموع بزرگی آن ها و تفاضل بزرگی آن ها است. 

m به مانع سختی برخورد کرده و با همان سرعت و در همان راستا باز می گردد. بزرگی تغییر سرعت آن چند  s/4 گلوله ای با سرعت اهقی 
متر بر ثانیه است؟

6  )4  8  )3  4  )2 1( صفر 

این تس�ت س�اده، مفهوم جهت بردار را کاملًا مشخص می کند. در شکل روبه رو، ابتدا یک 
جهت را به عنوان جهت مثبت در نظر می گیریم، مثلًا جهت برخورد. در این صورت بازگشت گلوله 

v m s| | | | /∆ = − − =4 4 8 در جهت منفی است، بنابراین:  

فراموش نکنید گزینۀ )1( قطعاً نادرست است. بنابراین گزینۀ )3( درست است.

کاربرد تفاضل بردارها در حل مسائل فیزیک 

AB را طی می کند. تغییر  m مطابق شکل، کمان  s/10 متحرکی با اندازه سرعت ثابت 
بردار سرعت آن چند متر بر ثانیه است؟

 10  )2 1( صفر  
5  )4   10 3  )3

می دانیم بردار س�رعت در هر حرکتی در هر نقطه، بر مسیر حرکت مماس است. بردار های 
Bv را از یک نقطه رسم می کنیم.  Av و  سرعت در نقطۀ A و B را رسم کرده و سپس بردارهای 

B Av v v∆ = −
    

A است، بزرگی تغییر بردار سرعت برابر است با: Bv v= چون 

v v v v m ssin sin /θ∆ = ⇒∆ = × ⇒∆ =
01202 2 10 10 3

2 2
 

بنابراین گزینۀ )3( درست است.

4 

5 
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m به مانع س��ختی برخورد کرده و با همان س��رعت  s/5  مطابق ش��کل روبه رو، ذره ای با س��رعت 

برمی گردد. تغییر سرعت آن چند متر بر ثانیه است؟
5 3  )2   5  )1

/2 5  )4 3( صفر  

0120 است. v2 را یک نقطه رسم می کنیم. دقت کنید زاویۀ بین دو بردار 
 v1 و 

 ابتدا بردارهای 
v v v v m ssin sin /θ∆ = ⇒∆ = × × ⇒∆ =02 2 5 60 5 3

2
بنابراین گزینۀ )2( درست است.

تجزیۀ یک بردار به دو مؤلفۀ عمود بر هم
A را به دو مؤلفۀ عمود بر هم تجزیه کرد.



می توان هر بردار دلخواه مانند 
ها( جهت بردار را  x A می نامند و زاویۀ بین بردار و محور طول ها )



yA را مؤلفه ه�ای )همنه ه�ای( بردار  xA و 

α برقرار است: yA و   ، xA  ، A نشان داده ایم. روابط زیر بین α نشان می دهد، این زاویه را با حرف 

y
x y

x

A
A A A

A
        , tan= + α =2 2

x yA A A A            cos , sin= α = α

A را با مؤلفه های آن نمایش دهند در امتداد هر یک از محورهای مختصات یک بردار با طول واحد به نام 


yA عدد هس�تند و برای آنکه بردار  xA و 

k نمایش می دهند. 


ها را با  z j و بردار یکۀ محور 


ها را با  y ، بردار یکۀ محور  i


ها را با  x بردار یکه اختیار می کنند. بردار یکۀ محور 

x yA A i A j= +
 

xoy خواهیم داشت:  در این صورت برای نمایش بردار در صفحۀ 

برایند و تفاضل دو بردار بر حسب مؤلفه ها
y ها به دست می آوریم. در این صورت می توان روابط زیر را نوشت: x ها و  ابتدا مؤلفه های دو بردار را در امتداد محور 

x x y yA B A B i A B j( ) ( )+ = + + +
  

x x y yA B A B i A B j( ) ( )− = − + −
  

y y

x x

A B

A B

...
tan

...

+ +
θ =

+ +

θ زاویۀ بین بردار برایند و جهت مثبت محور طول ها است. در شکل بردار برایند با رنگ آبی نشان داده شده است. در این رابطه 

بخش اول 

AB را طی کرده است. مساهت طی شده توسط متحرک چند برابر جابه جایی آن می باشد؟- 1 متحرکی کمان 
3  )2   1 )1
π2 3

9
 )4   π3  )3

B را طی کرده اس��ت. بردار جابه جایی آن کدام گزینه اس��ت؟ - 2 A تا  در ش��کل مقابل متحرک کمان 
sin است.( /=053 0 8 8 متر و  )شعاع دایرۀ مسیر 

i j/ /− −1 6 1 6
 

 )2   i j/ /+1 6 11 2
 

 )1
i j/ /+1 6 1 6
 

 )4   i j/ /− −1 6 11 2
 

 )3

6 
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3 - ox )B می رود. مؤلفۀ س��رعت متوس��ط آن روی محور  , )0 8 )A به نقطۀ  , )8 0 5 ثانیه از نقطۀ  ، در مدت  xoy متحرکی در صفحۀ مختصات 

چند متر بر ثانیه است؟ 
/1 6  )4  /1 6 2  )3  /−1 6  )2  /−1 6 2  )1

s5 در امتداد محور xها چند متر است؟- 4 y حرکت می کند. جابه جایی متحرک در مدت  x= −3 9 m روی خط  s/8 متحرکی با سرعت ثابت 

20 )4  10 )3   10 3  )2   20 3  )1
xoy در حرکت است، رسم شده است. - 5 در شکل روبه رو مسیر حرکت جسمی که در صفحۀ اهقی 

N را  M و  کدام گزینه جهت تقریبی بردار ش��تاب متوس��ط جس��م بین دو لحظۀ گذر از نقاط 
درست نشان می دهد؟

→  )1
  )2
  )3
↓  )4

B می رود. ش��تاب - 6 A به نقطۀ  ، از نقطۀ  s4 در مدت  m s/5 یض خودرو با س��رعتی به بزرگی 
متوسط آن چند متر بر مجذور ثانیه است؟

/2 5  )1
5 3  )2

3( صفر
/1 25  )4

7 - t s=1 3 ، روی مسیر دایره ای حرکت می کند. در لحظه های  xy ذره ای مطابق شکل، در صفحۀ 

v2 می باش��د. بردار شتاب 
 و  v1

 ، بردار س��رعت ذره مطابق ش��کل، به ترتیب برابر  t s=2 8 و 

SI کدام است؟ ، در  t2 متوسط این ذره در بازۀ زمانی t1 تا 

i j −3 2 3
 

 )2   i j−3 4
 

 )1
i j− −3 4
 

 )4   i j− −3 3
 

 )3

r اس��ت. بردار س��رعت متوس��ط آن در هاصلۀ زمانی - 8 t i t j= + 230 20
 

 متحرکی در صفحه حرکت می کند و بردار مکان آن در SI به صورت 

سراسری خارج از کشور تجربی - 94 ، کدام است؟   t s=2 2 و  t =1 0

i j+60 80
 

 )4  i j+60 40
 

 )3  i j+30 80
 

 )2  i j+30 40
 

 )1

r و بردار س��رعت متوس��ط در - 9 i j=α +β2
 

 t به صورت  s=4 r و در لحظۀ  i j= −2 4
 

 t به صورت  =0 M در لحظۀ  بردار مکان متحرک 

سراسری α کدام است؟  
β

avv است. حاصل  i j= −2
 

 این هاصله به صورت 

3
2

 )4  1
2

 )3  − 1
2

 )2  − 3
2

 )1

v است. زمان این جابه جایی چند - 10 i j=− +
 

 ( سرعت متوسط متحرک  SI r )در  i j=− +2 3 6
 

 r به مکان  i j= +1 2
 

 در جابه جایی از مکان 

سراسری تجربی- 84 ثانیه است؟  
6 )4  4 )3  3 )2  2 )1

t و - 11 s=1 2 R حرکت می کند. س��رعت آن در شکل در دو لحظۀ  ذره ای روی دایره ای به ش��عاع 

v2 نشان داده شده است. اندازۀ شتاب متوسط متحرک بین  t به وسیلۀ بردارهای v1 و  s=2 6

این دو لحظه چند متر بر مجذور ثانیه است؟ 
2/5 )2   6/25 )1

8/75 )4   1/25 )3
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ها جابه جا می شود؟- 12 x 500 متر روی محور  m حرکت می کند. پس از چند ثانیه، متحرک  s/100 y با سرعت ثابت  x= 3 متحرکی روی خط 

50
3

 )4  5 )3  10 )2  5
3

 )1

13 - m s/20 اتومبیلی در مسیر نشان داده شده از A تا B حرکت می کند و اندازۀ سرعت آن در تمام این مدت 
است. اگر حرکت از A تا B در مدت 40 ثانیه انجام شود، اندازۀ شتاب متوسط آن در این مدت چند متر بر 

مجذور ثانیه است؟

 2
2

 )2   2  )1

4( صفر    2 2  )3
m باشد، - 14 s/3 اگر متحرک در مدت 10s در جهت ساعتگرد از A به B برود و بزرگی سرعت در طول مسیر 

اندازۀ شتاب متوسط در این مدت چند متر بر مجذور ثانیه است؟ 

 3 3
10

 )2   3
10

 )1

3 3  )4   /0 6  )3

تست های زیر مربوط به مفهوم تکانه است که در فصل دینامیک با آن آشنا شدید.

g200 به مانع برخورد کرده و از آن برمی گردد، تغییر تکانۀ جس��م چند - 15 در ش��کل روبه رو، گلوله ای به جرم 
کیلوگرم متر بر ثانیه است؟

/0 4  )1
2  )2

/0 6  )3
/2 8  )4

T1 کدام است؟ )T دورۀ چرخش ذره است.(- 16
3

ذره ای به جرم m و با سرعت v بر مسیر دایره ای حرکت می کند. تغییر تکانۀ آن در مدت 

4( صفر   mv3  )3   mv2  )2   mv  )1

، میزان تغییر تکانه چند برابر mv است؟- 17 T
4

ذره ای به جرم m با تندی ثابت v روی دایره ای می گردد. در مدت 

 2  )4   2  )3   1
4

 )2 1( صفر 

090 را طی می  کند، تغییر نیروی مرکز گرای وارد بر ذره برابر - 18 ذره ای به جرم m، بر مس��یر دایره ای با ش��عاع r و با تندی v حرکت کرده و کمان 
است با 

 vm
r

2
3  )4   vm

r

2
2  )3   vm

r

2
 )2 1( صفر 
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بخش دوم: کاربرد بردار در فیزیک

در ریاضیات پایۀ هشتم و در فیزیک پایۀ دهم، با بردار و تجزیۀ آن به دو بردار عمود بر هم روی محور x ها و محور y ها آشنا 
شدید و فرا گرفتید که یک بردار را مطابق شکل بر حسب مؤلفه هایش می توان به صورت زیر نوشت:

 x ya a i a j= +
 

  

 x ya a a acos , sin= α = α  

اکنون می خواهیم مسائل ساده ای در فیزیک را با این ریاضیات حل کنیم.
در قسمت های زیر نیروی عمودی سطح را حساب می کنیم.
F کشیده می شود  الف( جسم تحت تأثیر نیروی غیراهقی 

ها مساوی صفر قرار می دهیم. y F را در امتداد افق و راستای قائم تجزیه کرده، سپس برایند نیروها را روی محور  ابتدا نیروی 

ynet N NF F F W F mg Fsin sin= ⇒ + α= ⇒ = − α0

F هُل داده می شود  ب( جسم تحت تأثیر نیروی غیراهقی 

F را از مرکز جرم جسم )گرانیگاه جسم( رسم می کنیم. هم سنگ نیروی 

ynet NF F mg F sin= ⇒ = + α0

پ( جسم روی سطح شیب دار 
y مطابق شکل  x و  برای یافتن نیروی عمودی س�طح، ابتدا نیروهای وارد بر جس�م را رس�م کرده و آن ها را روی محور 

ها برابر صفر قرار می دهیم. y روبه رو تجزیه می کنیم. برایند نیروها را روی محور 

ynet NF F W cos= ⇒ = α0

F وارد می شود  ت( بر جسم روی سطح شیب دار نیروی اهقی 

ها مؤلفه  y y را مشخص کرده و نیروهای وارد بر جسم که در امتداد محور  x و محور  دقت کنید که ابتدا باید محور 
y عمود بر سطح شیب دار انتخاب می شود. x موازی سطح شیب دار و محور  دارند رسم کنیم. محور 

ynet NF F W Fcos sin= ⇒ = α+ α0

1 
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kg15 را روی سطح اهقی با سرعت ثابت  در شکل روبه رو نیروی ثابت F جسمی به جرم 

3 باشد، نیروی F چند 
2

روی خط راست جابه جا می کند. اگر بریب اصطکاک جنبشی با سطح 

کنکور دهه های گذشته نیوتون است؟ 
75 )4  150 )3  100 )2  50 )1

نیروهای وارد بر جس�م هم راس�تا نیس�تند، بنابراین همۀ نیروها را به دو مؤلفۀ افقی و قائم 
 

ynetF =0 تجزیه می کنیم.  

 NF F mgsin+ − =030 0   

 N N
FF mg F Fsin= − ⇒ = −030 150
2

  

: a( )=0 سرعت جسم در راستای افقی ثابت است 

 
xnet k k N

F FF F f F F F F F Ncos ( )= ⇒ − = ⇒ × −µ = ⇒ − − = ⇒ − + = ⇒ =0 3 3 30 30 0 0 150 0 150 0 100
2 2 2 2 2

 

بنابراین گزینۀ )2( درست است.

OB با جرم ناچیز  OA و  در ش��کل روب��ه رو، وزنۀ 60 نیوتون��ی که از دو ریس��مان 
OB را بیابید. OA و  آویزان است، در تعادل است. کشش نخ های 

ابتدا نیروهای وارد بر وزنه را رس�م می کنیم. چون جس�م در تعادل اس�ت، برایند نیروهای 
وارد بر آن صفر است، بنابراین مجموع مؤلفه ها روی هر محور مختصات صفر خواهد بود.

net x A B
net

net y A B

F T T
F

F W T T

,

,

cos cos

sin sin

 = ⇒ == ⇒
 = ⇒ = +

0 0

0 0

0 60 30
0

0 60 30
 

A B

A B
A B

T T
T N T N

T T
,

 =


⇒ ⇒ = =
 + =


3
30 3 30

3 1 60
2 2

 

N100 درون ناوه ای قرار دارد. نیرویی که گوی بر هر س��طح وارد  ی��ض گوی ب��ه وزن 
می کند چند نیوتون است؟ )سطوح بدون اصطکاک هستند.(

نمودار نیروهای وارد بر گوی را رس�م می کنیم. به یاد داش��ته باش��یم همواره س��طح بدون 
)NF را بر جسم وارد می کند. از طرفی طبق قانون سوم  ) اصطکاک، تنها نیرویی عمودی بر سطح 
نیوتون، نیرویی که سطح بر جسم وارد می کند برابر همان نیرویی است که جسم بر سطح وارد می کند.

net x N N

net N
net y N N N

F F F
F F N

F W F F F N
       

,

,

cos
,

sin

 = ⇒ =


= ⇒ = × =
 = ⇒ = ⇒ = × ⇒ =


1 2

1

2 2 2

0

0

0 30
30 200 100 3

1 20 30 100 200
2

شما این مسأله را به کمک قانون سینوس ها حل کنید.

1 

 م1 هلأسم

راهحل

 مم هلأسم

راهحل
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بخش دوم 

در شکل روبه رو، نیروی عمودی سطح وارد بر جسم برابر چند نیوتون است؟- 19
 g N kg  (sin / , / )= =037 0 6 10  

14 )2   12 )1
4 )4   16 )3

نیروی عمودی تکیه گاه وارد شده از طرف سطح بر جسم 2kg برابر چند نیوتون است؟- 20
10 )2   5 )1
20 )4   15 )3

α نیروی عمودی سطح چگونه تغییر می کند؟- 21 در شکل روبه رو با اهزایش 
1( تغییری نمی کند.
2( افزایش می یابد.
3( کاهش می یابد.

4( ابتدا افزایش و سپس کاهش
در شکل روبه رو نیروی عمودی سطح برابر نیروی وزن است. F برابر کدام گزینه می باشد؟- 22

 mg sin α  )2   mg )1
 mg( sin )− α1  )4    mg( cos )− α1  )3

F با اندازۀ یکسان وارد می شود و جسم در حرکت است هرگاه بریب اصطکاک جنبشی بین جسم - 23 4 حالت، نیروی  مطابق شکل، بر جسمی در 
و سطح در تمام حالات یکسان باشد، نیروی اصطکاک در برابر حرکت در کدام حالت بیشترین مقدار را دارد؟

 )4   )3   )2   )1

m باشد، بریب اصطکاک جنبشی بین وزنه  و سطح - 24 s/ / 22 25 در شکل روبه رو، اگر شتاب حرکت برابر
g N kg( / , cos / )= =010 37 0 8 اهقی کدام است؟

/0 33  )2   /0 5  )1
/0 2  )4   /0 25  )3

20 نیوتون رس��ید وزنه روی سطح اهقی شروع به - 25 F را به تدریج زیاد می کنیم، وقتی به  در ش��کل مقابل، 
g m s(cos / , / )= =0 253 0 6 10 حرکت می کند. بریب اصطکاک ایستایی چقدر است؟ 

1
3

 )2   1
2

 )1

1
5

 )4   1
4

 )3

در شکل زیر جسم با سرعت ثابت در سطح اهقی در حال حرکت است. اگر نیروی F دو برابر شود، نیروی - 26
تجربی - 95  g m s(sin / , / )= =0 237 0 6 10 اصطکاک جنبشی چند برابر می شود؟ 

5
8

 )2   3
8

 )1

 2 )4   1 )3
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، جسم را روی سطح اهقی به آستانۀ حرکت - 27 F در شکل روبه رو، برای این که بتوانیم با حداقل مقدار نیروی 

 s g m s( , / )µ = = 23 10
4

α چقدر باید باشد؟  در بیاوریم، زاویۀ 

 tan α= 3
4

 )2    sin α= 3
4

 )1

cos α= 3
4

 )4    cotα= 3
4

 )3

28 - F M که روی سطح اهقی بدون اصطکاکی قرار دارد، نیروی  مطابق ش��کل روبه رو، به جس��می به جرم 
F چقدر  F ثابت بماند و اندازۀ آن به تدریج اهزایش یابد، کمترین مقدار  وارد می ش��ود. اگر راس��تای 

باید باشد تا وزنه از روی سطح بلند شود؟
mg

cos α
 )2   mg

sin α
 )1

mg sin α  )4   mg cos α  )3

کاربرد ریاضی در فیزیک در حل مسائل تعادل
سراسری ریاضی - 89- 29 W چند نیوتون است؟  T باشد،  N=6 در شکل مقابل جرم نخ ها ناچیز است. اگر 

(cos / )=037 0 8  
10 )2   8 )1
14 )4   12 )3

در ش��کل رو به رو، گلوله ای از یض ریس��مان آویزان و مطابق شکل در حال تعادل است. حداقل چند نیرو - 30
سراسری ریاضی - 89 به آن وارد می شود؟ 

 2 )2   4 )1
4( نمی توان گفت   3 )3

در کدام یض از شکل های زیر، نیروی کشش نخ T کوچض تر از نیروی وزن W است؟ )جرم نخ، قرقره و اصطکاک ناچیز است.(- 31

 )4   )3   )2   )1
32 -g N kg( / )=10 در شکل روبه رو دستگاه در حال تعادل است. جرم M چند کیلوگرم است؟ 

4 3  )2   8 )1
38
3

 )4   34
3

 )3

A چند نیوتون اس��ت؟ )جرم نخ و - 33 دس��تگاه مقابل در حال تعادل اس��ت. نیروی کش��ش ن��خ در نقطۀ 
اصطکاک ناچیز است.( 

100 )2   50 )1
200 )4   150 )3

W چند نیوتون اس��ت؟ )جرم قرقره و نخ ها و اصطکاک بین - 34 در ش��کل روبه رو،  وزنه ها در حال تعادل اند. 
سراسری خارج از کشور ریاضی- 88 آن ها ناچیز است.( 

2 3  )2   4 )1

 2 3
3

 )4   1
3

 )3
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W کدام است؟ )جنس نخ ها یکسان است.(- 35
W′

در شکل روبه رو دستگاه در تعادل است، 

1
2

 )2   2 )1

 3 )4   2/6 )3

اگ��ر در ش��کل مقاب��ل ط��ول نخ ه��ای 1 و 2 با هم برابر باش��ند، نیروی کش��ش هر ک��دام چند نیوتون اس��ت؟ - 36
سراسری خارج از کشور ریاضی- 85  g m s( / , cos / )= =2 010 37 0 8

25 )2   20 )1
 35 )4   30 )3

N85 است. بیش��ینه وزن جسم متصل به نخ ها چند - 37 در ش��کل روبه رو بیش��ینه نیروی کشش قابل تحمل هر نخ 
 (cos / , sin / )≈ =0 030 0 85 53 0 8 نیوتون می تواند باشد تا هیچ یض از نخ ها پاره نشود؟ 

55 )2   40 )1
65 )4   38 )3

α برابر53 درجه است. اگر اصطکاک ها ناچیز باشد، نیرویی که - 38 در شکل روبه رو، وزن کُرۀ همگن 80 نیوتون و 
سراسری ریاضی - 84 در حالت تعادل از طرف کُره بر دیوارۀ قائم وارد می شود، چند نیوتون است؟ 
 (sin / )=053 0 8   

48 )2 1( صفر   
80 )4   60 )3

45 درجه  - 39 4 کیلوگرم روی سطح شیب دار بدون اصطکاکی به زاویۀ شیب  مطابق شکل، کره ای همگن به جرم 
سراسری خارج از کشور ریاضی – 90 )T چند نیوتون است؟  ) قرار دارد. نیروی کشش نخ 

 g m s(sin / , / )= =0 237 0 6 10   

40 )2   25 )1
 40 2  )4   25 2  )3

1 است هشرده می شود، حداقل نیروی - 40
4

F به دیوار قائمی که بریب اصطکاک در آستانه حرکت آن  N120 به وسیلۀ نیروی اهقی  جسمی به وزن 

کنکور دهه های گذشته F برحسب نیوتون برای آن که جسم نلغزد برابر است با ………�
480 )4  120 )3  30 )2  /2 5  )1

41 - F N110 است، حداقل نیروی  در شکل روبه رو، بریب اصطکاک ایستایی بین جسم و دیوار 0/5 و وزن جسم 
(sin / )=037 0 6 برای حفظ تعادل وزنه چند نیوتون است؟ 

110  )2   10  )1
100  )4   55  )3

N20 که به دیوار قائم تکیه دارد، نیروی F وارد می شود. بیشترین مقدار - 42 در ش��کل روبه رو، به جس��می به وزن 
سراسری خارج از کشور ریاضی- 94 F در حالتی که جسم به حال سکون بماند، چند نیوتون است؟ 
(cos / )=053 0 6   

500
11

 )2   500
19

 )1

200
11

 )4   200
19

 )3
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پاسخپرسشهایچهارگزینهای

11 1 محیط دایره یعنی  1نیزگ 1
3

AB اس�ت که  با توجه به ش�کل، مس�افت طی شده برابر طول کمان   4

AB است که برابر است با: Rπ1 می باشد و جابه جایی برابر با طول وتر  2
3

 AB R AB R| | sin | |= ⇒ =
01202 3

2

 

 

R

R
½k #ÂŠ#SÎIv¶

ÂÄI]ï¾MI]

{

π
π π= = =

2
2 2 33

93 3 3
بنابراین: 

21 B را به دست می آوریم: 1نیزگ 1 A و  ابتدا بردارهای مکان    3
 Ar i j i jcos sin / /= + = +0 08 37 8 37 6 4 4 8

   

  

 Br i j i jcos sin / /= − = −0 08 53 8 53 4 8 6 4
   

  

 B Ar r r i j i j i j/ / / / / /∆ = − = − − − =− −4 8 6 4 6 4 4 8 1 6 11 2
     

    

31 8− متر جابه جا شده است. 1نیزگ 1 8+ به صفر رفته است، پس  x از نقطۀ  متحرک در امتداد محور   2

 av xv m s, / /−= =−8 1 6
5

 

ها را از شما می خواهد. x دقت کنید که مسأله سرعت متوسط در امتداد محور 

41 y  1نیزگ 1 x= −3 3 3
3

ابتدا معادلۀ خط را به شکل استاندارد آن می نویسیم:     1

030 می س�ازد. در این صورت تصویر  ها زاویۀ  x =tanα اس�ت و خط با محور  3
3

در این معادله ش�یب خط 

 xv v m scos /= = × =0 330 8 4 3
2

ها برابر خواهد بود با:   x بردار سرعت روی محور 

xx v t x x m∆ = ⇒∆ = × ⇒∆ =4 3 5 20 3 و جابه جایی در امتداد محور xها برابر خواهد شد با:  

51 بردار سرعت لحظه ای در هر لحظه بر مسیر حرکت مماس است و شتاب متوسط برابر تغییر  1نیزگ 1  3
بردار سرعت در یکای زمان بوده و بردار شتاب متوسط در جهت بردار تغییر سرعت  می باشد.

Nv را رسم کرده و جهت بردار تغییر سرعت را به دست بیاوریم تا جهت  Mv و  کافی اس�ت هم س�نگ بردارهای 

بردار شتاب متوسط به دست آید.

61 بردار سرعت در هر نقطه بر مسیر حرکت مماس است. هم سنگ بردارهای سرعت را از یک  1نیزگ 1  4
نقطه رسم کرده، تغییر بردار سرعت را به دست می آوریم:

 v v v v m ssin sin /θ∆ = ⇒∆ = × × ⇒∆ =
0602 2 5 5

2 2
 

اکنون به کمک تعریف شتاب متوسط، مقدار شتاب متوسط را به دست می آوریم:

 av av av
va a a m s
t

/ /∆= ⇒ = ⇒ =
∆

25 1 25
4

 

1 

A

B

B

B

A

A

ضمیمه 1: کاربرد ریاضی در فیزیک
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71 v است. از این رو: 1نیزگ 1 i=−2 15



 v و  j=1 15


 با توجه به شکل بردار سرعت   3
 v v v i j∆ = − =− −2 1 15 15

 

    

 av av av
i jva a a i j

t
− −∆= ⇒ = ⇒ =− −

∆ −
15 15 3 3

8 3

 



 

    

81 av 1نیزگ 1
r r i jv i j
t t

( ) ( )− + −
= = = +

− −
2 1

2 1

60 80 0 30 40
2 0

 

 

 

 با توجه به تعریف سرعت متوسط خواهیم داشت:     1

91 av  1نیزگ 1
i j i jrv i j i j i j

t
( ) ( )

α +β − +∆= ⇒ − = ⇒ − = α− + β+
∆ −

2 42 4 8 2 4
4 0

   



     

    2

 
α− = ⇒α= α⇒ = =−− =β+ ⇒β=− β −

2 4 6 6 1
8 4 12 12 2

دو بردار وقتی با هم برابرند که مؤلفه های آن ها نظیر به نظیر برابر باشند.  

101 av 1نیزگ 1
r r i j i j i jv i j i j t s

t t t
− − + − − − +

= ⇒− + = ⇒− + = ⇒ =2 1 3 6 2 4 4 4
     

 

   

    3

111 v2 را از یک نقطه رسم می کنیم و به کمک آن، بزرگی بردار تغییر سرعت  1نیزگ 1 v1 و  بردارهای هم سنگ   1

v v v m s/∆ = + = + =2 2 2 2
1 2 15 20 25 را به دست می آوریم: 

av
va m s
t

/ /∆= = =
∆ −

225 6 25
6 2 .

121 ها به دست می آوریم: 1نیزگ 1 x ابتدا مؤلفۀ سرعت را روی محور   2
3 است. ، شیب خط برابر  y x= 3 با توجه به معادلۀ مسیر حرکت 

 xv v mtan cosα= ⇒α= ⇒ = α= × =0 13 60 100 50
2

 

xx v t t t s.∆ = ⇒ = ⇒ =500 50 10  

131 تغییرات سرعت را به دست می آوریم: 1نیزگ 1  2
 v m( ) ( )∆ = + =2 220 20 20 2  

 av av av
va a a m s
t

/∆= ⇒ = ⇒ =
∆

220 2 2
40 2

شتاب متوسط خواهد شد: 

141 بردار س�رعت در هر نقطه بر مس�یر حرکت مماس اس�ت. هم س�نگ دو بردار را از یک نقطه رس�م  1نیزگ 1  2
می کنیم، سپس بردار تغییر سرعت را به دست می آوریم:

 
v v

v m s

sin

/

∆ =

∆ = × × =

1202
2
32 3 3 3

2

شتاب متوسط برابر است با:

av
va m s
t

/∆= =
∆

23 3
10

 

151 هم سنگ دو بردار را از یک نقطه رسم می کنیم: 1نیزگ 1  2
 v v v∆ = +2 2

1 2  

v m s/∆ = + =2 28 6 10  
تغییر تکانۀ جسم برابر است با:

 P m v P kg m s/ . /∆ = ∆ ⇒∆ = × =0 2 10 2  

A

A

A

A

A

A

A

B

v m s
1

8 /�

v m s
1

8 /�

v�

0
45

0
45

v m s
2

6 /�

v m s
2

6 /�

B
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161 1 دایره را طی کرده اس�ت. مثلًا از نقطۀ A به نقطۀ  1نیزگ 1

3
T1 متحرک 

3
در   3

B می رسد. تغییر تکانه از A تا B برابر است با: 

 

B A B A B AP P mv mv P m v v

P m v

P m v P mv

( )

( sin )

( )

− = − ⇒∆ = −

∆ =

∆ = ⇒∆ =

01202
2

3 3

   

171 T به ان�دازۀ ربع دایره چرخیده اس�ت. هم س�نگ  1نیزگ 1
4

متح�رک در م�دت   3

بردارهای سرعت را رسم می کنیم:

v v v v

P m v mv

sin sinα∆ = = =

∆ = ∆ ⇒∆=

0902 2 2
2 2

2
 

181 نیروی مرکزگرای وارد بر جسم همواره در امتداد شعاع و به سمت مرکز است  1نیزگ 1  3
و اگر اندازۀ آن ثابت باشد، جهت بردار نیرو در حال تغییر و نیروی مرکزگرا یک نیروی متغیر است. 

vF است. هم سنگ بردارهای نیرو را از یک نقطه رسم می کنیم. m
r

=
2

اندازۀ نیروی مرکزگرا 

 
F FF F F F F

mv vF m
r r

sin

( )

= α∆ = − →∆ =

∆ = =

1 2
2 1

2 2
2

22 2
2

  

  

191 ابتدا با توجه به آنچه در دهم خواندید نیرو را تجزیه می کنیم: 1نیزگ 1  3

nety N NF F mg F F Nsin /= ⇒ + = ⇒ = × + =00 37 10 0 6 10 16

201 نیروها در راستای عمود بر سطح متوازن می باشد. بنابراین: 1نیزگ 1  2

nety N N NF F mg F F Ncos cos= ⇒ = ⇒ = ⇒ =0 00 60 20 60 10

211 cosα کاهش می یابد.  1نیزگ 1  ،α NF است و با افزایش  mg cos= α روی سطح شیب دار نیروی عمودی تکیه گاه   3

221 نیروها را در راستای عمود بر سطح شیب دار می نویسیم: 1نیزگ 1  3
NF mg

NF F mg mg F mg F mgcos cos ( cos )
== + α → = + α⇒ = − α1

231 k است و هر چه نیروی عمودی تکیه گاه بیشتر باشد، اصطکاک بیشتر است. 1نیزگ 1 k Nf F( )=µ نیروی اصطکاک جنبشی   2

با توجه به شکل های بالا، نیروی اصطکاک در شکل گزینۀ )2( از بقیه بیشتر است.

B

B

B

A

A

A

B

B
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241 netF 1نیزگ 1 Ma= نیروهای وارد بر جسم را رسم می کنیم:   3

kF f Macos ( )− =037 1

N NF W F F Nsin ( / )= − ⇒ = − × =037 40 20 0 6 28 اما نیروی عمودی تکیه گاه برابر است با: 

k k N kf F=µ = µ28 و نیروی اصطکاک برابر است با: 

k k/ / /× − µ = × ⇒µ = =120 0 8 28 4 2 25 0 25
4

حال به کمک رابطۀ )1(، ضریب اصطکاک جنبشی را به دست می آوریم:

251 F شده است شروع به حرکت می کند، بنابراین اصطکاک ایستایی  1نیزگ 1 N=20 جسم وقتی که نیروی   2

sf Fmax cos= 053 sf است.  Fmax cos= 053 در آستانۀ حرکت 

s sW F F( sin ) cos ( / ) /µ − = ⇒µ − × = ×0 053 53 52 20 0 8 20 0 6

s sµ = ⇒µ =12 1
36 3

261 جسم در حال حرکت افقی است پس برایند نیروها در راستای قائم صفر است: 1نیزگ 1  2
 N NF F mg F Fsin /+ = ⇒ = −037 55 0 6   

 k k Nf F F( / ) ( )=µ = −
1

1 55 0 6 1
2

نیروی اصطکاک برابر است با:  

 k k kF f F f F F F F N f N( )cos / / / / / / ( / )= ⇒ = ⇒ = − ⇒ = ⇒ = → = − × =10 137 0 8 0 8 27 5 0 3 1 1 27 5 25 55 0 6 25 20
2

سرعت ثابت است، از این رو:

در حالت دوم نیروی عمودی تکیه گاه برابر است با:

 N N N N k k NF F mg F F F F N f F Nsin / / /′ ′ ′ ′ ′ ′+ = ⇒ = − ⇒ = − × ⇒ = − = ⇒ =µ = × =0 12 37 55 1 2 55 1 2 25 55 30 25 25 12 5
2

  

 k

k

f
f

/′
= = =12 5 125 5

20 200 8
پس نسبت نیروهای اصطکاک برابر است با:  

271 نیروی F را تجزیه می کنیم، در آستانۀ حرکت خواهیم داشت: 1نیزگ 1  2
 s s N sF f F F F W Fmaxcos cos cos ( sin )α= ⇒ α=µ ⇒ α=µ − α

 F W F F Wcos sin (cos sin )⇒ α= − α⇒ α+ α =3 3 3 3
4 4 4 4

cos) بیشینه  sin )α+ α3
4

س�مت راس�ت رابطه مقدار ثابتی اس�ت بنابراین اگر بخواهیم F کمینه باشد باید عبارت 

باش�د. در درس ریاضی در مبحث کاربرد مش�تق خواهید دید برای آن که بیش�ینه و کمینه بودن یک تابع را مش�خص کنیم مش�تق آن را به دست آورده و برابر صفر قرار 

 sin cos sin cos tan− α+ α= ⇒ α= α⇒ α=3 3 30
4 4 4

می دهیم. از این رو مشتق عبارت فوق را به دست می آوریم:  

281 F نیروی وزن را خنثی کند و نیروی عمودی  1نیزگ 1 F که باعث بلند ش�دن جس�م از س�طح می ش�ود هنگامی رخ می دهد که مؤلفۀ قائم  حداقل نیروی   1
mgF mg Fsin

sin
α= ⇒ =

α
تکیه گاه صفر شود. 

291 قانون س�ینوس ها: هرگاه برایند 3 نیرو صفر ش�ود بین اندازه های آن  ها و س�ینوس زاویۀ بین آن ها  1نیزگ 1  2
رابطۀ زیر برقرار است:

F F F
F F F

sin sin sin
+ + = ⇒ = =

α β γ
1 2 3

1 2 3 0
  

T W
sin( ) sin

=
+0 0 090 53 90

به کمک قانون سینوس ها می توان نوشت: 

W W W N
/cos

= ⇒ = ⇒ =
0

6 6 10
1 0 653

B

B

B

C

B

A
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301 مطابق شکل روبه رو بر گلوله نیروی وزن رو به پایین و نیروی کشش نخ در امتداد نخ وارد می شود که با  1نیزگ 1  3

هم زاویه می سازند و نمی توانند یکدیگر را خنثی کرده و گلوله در تعادل بماند. از این رو حداقل یک نیروی دیگر مانند F لازم 
است تا هم اندازه و در خلاف جهت برایند T و W باشد تا آن ها را خنثی کند، بنابراین حداقل سه نیرو بر جسم وارد می شود.

311 1 1نیزگ 1
در شکل گزینۀ )1(:

ynet
WF T W Tsin
/

= ⇒ = ⇒ =00 2 37
1 2

در شکل گزینۀ )2(:   
T W=

در شکل گزینۀ )3(:

 T T W
W

tan = ⇒ =045

در شکل گزینۀ )4(:
T W= در طول نخ کشش یکسان است. 

T است، بنابراین کمترین مقدار کشش نخ در شکل گزینۀ )1( است. W= در شکل گزینه های )2(، )3( و )4(، 

321 T است. از  1نیزگ 1 Mg=1 چون دس�تگاه در تعادل اس�ت کش�ش نخی که از روی قرقره می گذرد برابر   4

 
xnetF T T T Tcos cos= ⇒ = ⇒ =0 0

1 2 1 20 60 60   θ= − =0 0 090 60 30 طرفی 

 
ynetF T Tsin sin= ⇒ + =0 0

1 20 60 60 80 T T Nsin⇒ = ⇒ = =0
1 1

80 80 32 60 80
33

  

 T Mg M M kg= ⇒ = ⇒ =1
80 3 8 310

3 3
  

331 نیروی کشش نخ برابر وزن است و در طول نخ همگن با جرم ناچیز مقدار ثابتی است. 1نیزگ 1  2
T mg N= =100

341 با توجه به اینکه وزنه ها در حال تعادلند، داریم: 1نیزگ 1  1

W در تعادل T W T W T N:′ ′ ′− = ⇒ = ⇒ =1 1 10 2

هنگامی که اجسام در حال تعادلند، برایند نیروهای وارد بر آن ها صفر است.

 
xnetF T T W T T Wcos cos ′ ′= ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =0 0

1 2 2 2
3 10 30 60 0 0 3

2 2
  

ynetF T T W W W W W W

W W W N
W

sin sin ′ ′ ′= ⇒ + − = ⇒ + × = ⇒ =

⇒ = ⇒ = ⇒ =
′

0 0
1 2

1 30 30 60 0 3 2
2 2

2 2 4
2

 

351 ′W می توان نوشت: 1نیزگ 1 با توجه به شکل برای   3

 W T′=

برای وزنۀ W می توان نوشت:
 W T T T W Tsin /= + + ⇒ =037 2 6

بنابراین:
W T
W T

/ /= =
′

2 6 2 6  

B

B

B

A

B

B
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361 جسم در تعادل است. پس:  1نیزگ 1  2

x

y y

net
net

net

F T T T T
F

F T W T W

cos cos

sin

 ⇒ = ⇒ == ⇒
⇒ = ⇒ =

0 0
1 2 1 2

0
1 1

53 53
0

2 2 53
 

 WT N
/sin

= = =
×1 0
40 25

2 0 82 53

371 نیروهای وارد بر جسم را رسم می کنیم. جسم در حال تعادل است:  1نیزگ 1  3
 

xnet x xF T T T Tcos cos= ⇒ = ⇒ =0 0
1 2 1 20 53 30

 T T T T T T// /
/

× = × ⇒ = ⇒ =1 2 2 1 2 1
0 6 600 6 0 85

0 85 85
 

 T1 شود، کشش N85 T2 برابر  N85 باشد، اگر کشش  T2 است بنابراین کشش T1 می تواند  کشش T1 بزرگ تر از 

T T N= × ⇒ =2 2
60 85 60
85

N85 بیشتر و نخ پاره می شود. بنابراین:  از 
برایند نیروها روی محور yها نیز صفر است از این رو:

T W T W W Nsin sin /− − = ⇒ × − × = ⇒ =0 0
1 2

153 30 0 85 0 8 60 38
2

381 با توجه به شکل روبه رو و رسم نیروها، مسأله به کمک قانون سینوس ها به راحتی قابل حل است. 1نیزگ 1  3

N N N
N

F F FW F N
/ /sin( ) sin( ) cos cos

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =
+ +

1 1 1
10 0 0 0 0 0

80 80 60
0 8 0 690 37 90 53 37 53

 

391 y مطابق شکل تجزیه می کنیم. 1نیزگ 1 نیروهای وارد بر کره را رسم کرده و روی محورهای x و   3
جسم در تعادل است و باید برایند نیروهای وارد برجسم صفر شود. 

 
xnet netF F mg Tsin cos= ⇒ = ⇒ =0 00 0 45 37

 T T N/× = × ⇒ =240 0 8 25 2
2

 

401 شکل مسأله را رسم می کنیم. جسم ساکن و در تعادل است. بنابراین: 1نیزگ 1  4

ynet s sF W f f N= ⇒ = ⇒ =0 120

F است و می توان نوشت: از طرفی نیروی عمودی تکیه گاه برابر نیروی 
NF F

s s Nf F F F N==µ → = × ⇒ =1120 480
4

411 F وقتی اس�ت که جس�م بخواهد به پایین بلغزد در این صورت اصطکاک ایستایی رو  1نیزگ 1 حداقل نیروی   4
به بالا است.

N

net s
F F

s

F mg f F

mg F F

max

sin

cos

sin cos
=

= ⇒ = +

→ =µ +
0

0

37 0 0

0 37

37 37

F F F N/ / ( / )
/

= × × + ⇒ = =110110 0 5 0 6 0 8 100
1 1

421 بیشترین مقدار F در حالتی است که جسم در آستانۀ حرکت رو به بالا قرار گیرد. در این حالت نیروی  1نیزگ 1  2
)fsmax رو به پایین اند. با توجه به شکل: ) وزن mg و نیروی اصطکاک ایستایی آستانۀ حرکت 

N sF F F mg f        maxsin , cos= = +0 053 53

s N sF mg F F mg F

F F F F N

cos cos sin

/ / /
/

= +µ ⇒ = +µ

= + × ⇒ = ⇒ =

0 0 053 53 53
20 5000 6 20 0 2 0 8

0 44 11

B

C

A

B

B

B

B
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کاربرد مشتق در حرکت شناسی494
در تعریف مشتق در ریاضی متوجه می شویم که مقدار مشتق در هر نقطه برابر شیب خط مماس بر نمودار در آن نقطه است. از طرفی در فیزیک یاد گرفتیم 
که شیب خط مماس بر نمودار مکان - زمان برابر سرعت لحظه ای و شیب خط مماس بر نمودار سرعت - زمان برابر شتاب لحظه ای است. از ترکیب این 

دو مفهوم نتایج زیر حاصل می شود. 
v x′= 1- مشتق اول معادلۀ مکان - زمان نسبت به زمان برابر سرعت لحظه ای است. 

2- مشتق اول معادلۀ سرعت - زمان نسبت به زمان برابر شتاب لحظه ای است هم چنین مشتق دوم معادلۀ مکان - زمان نسبت به زمان نیز برابر شتاب 
a v x′ ′′= = لحظه ای است. 

اکنون با حل دو مسأله به چگونگی استفاده از این نتایج می پردازیم و نشان می دهیم که دانستن این مفاهیم در حل مسائلی که در آن ها معادلۀ مکان - زمان 
را در اختیار داریم چه قدر حل مسأله را راحت تر می کند. 

x ام2، بر چم لحظم ای ش ح ک تغمم   t t= − +2 4 3 شعیبلۀ شکین - زشین ش ح :ض :م روی شحور xهی بر ک :2 ام2. بر SI دم صورت 
جه2 شض بهد؟

x مقایسه می کردیم اما اکنون کافی است از  at v t x= + +2
0 0

1
2

قبلًا برای حل این مس�أله معادلۀ داده ش�ده را با معادلۀ حرکت شتاب ثابت 

v xx t t v t′== − + → = −2 4 3 2 4 x مشتق بگیریم. 
v t t s= ⇒ − = ⇒ =0 2 4 0 2 برای لحظۀ تغییر جهت کافی است سرعت را مساوی صفر قرار دهیم. 

در مس�ألۀ بعدی، از یک معادلۀ درجه 3 کمک گرفته ایم تا نش�ان دهیم با داش�تن معادلۀ مکان - زمان و به کار بردن مشتق می توان همان مفاهیمی را که از 
قبل بلد بوده ایم به کار ببریم. 

x ام2.  t t= − +3 23 6 شعیبلۀ ک :2 ش ح :ض روی خط رام2 بر SI دم صورت 
t دمیدمد.  s=4 t تی  s =1 ب( اندازۀ م ع2 ش ومط را بر دیزۀ زشینض  t اندازۀ شکین، م ع2 و ه یب ش ح ک را دمیدمد.   s=2 الف( بر لحظۀ 

ت( بر چم شکین و بر چم زشینض ش ح ک روی خط رام2 تغمم  جه2 شض بهد؟ s5 آغیزین ک :2 دمیدمد.   پ( اندازۀ ه یب ش ومط را بر 
3 ثینمۀ آغیزین ک :2 آن دمیدمد. ج( اندازۀ جیدم جییض ش ح ک را بر  ث( بر چم شدتض ک :2 تمدهونده و بر چم شدتض ک :2 :مدهونده ام2؟ 

ح( اندازۀ جیدم جییض ش ح ک را بر ثینمۀ پمجم ک :2 آن دمیدمد. s3 آغیزین چمد ش   ام2؟  چ( شسیف2 طض هده بر شدت 

t sx t t x m== − + → = − + =23 23 6 8 12 6 2 t خواهد شد:  s=2 الف( مکان در لحظۀ 
t sv x v t t v=′= ⇒ = − → =223 6 0 برای یافتن سرعت لحظه ای از معادلۀ حرکت مشتق می گیریم: 

t sa v a t a m s/=′= ⇒ = − → =2 26 6 6 و برای یافتن شتاب لحظه ای از معادلۀ سرعت مشتق می گیریم: 

2+ متری مبدأ، برای یک لحظه سرعت صفر شده است اما شتاب صفر نیست. t در مکان  s=2 دقت کنید در لحظۀ 
هرگاه در یک لحظه سرعت متحرکی صفر شود، لزومی ندارد که در آن لحظه، شتاب متحرک نیز صفر شود.

t شتاب صفر و … است یعنی شتاب در حال تغییر  s=1 ، در لحظۀ  m s/− 26 ، شتاب  t =0 a نگاه کنید در لحظۀ  t= −6 6 به معادلۀ شتاب-زمان 
است و حرکت دارای شتاب متغیر است. پس اگ  شعیبلم ک :2 تیدع برجۀ 3 و دیلات  دیهد، شع ف ک :2 دی ه یب ش غم  ام2.

s4 را در معادلۀ س�رعت قرار می دهند، س�پس سرعت های به دست آمده را  s1 و  ب( متأس�فانه بعضی از دانش پژوهان برای حل این قس�مت زمان های 
s4 مکان متحرک  s1 و  جمع کرده و بر دو تقسیم می کنند. در حالی که بارها بیان شده سرعت متوسط جابه جایی در یکای زمان است و باید در لحظات 

را به دست آوریم و با توجه به این که شتاب متوسط یعنی تغییر سرعت در یکای زمان، داریم:

av

av

x x
v

t t

v m st s x m

t s x m

/

−
= −

− ⇒ = == ⇒ = − + = −
 = ⇒ = − + =

2 1

2 1

1 1

2 2

22 4 61 1 3 6 4
4 1

4 64 48 6 22

2 
ضمیمه 2: کاربرد مشتق در حرکت شناسی

 مم هلأسم

راهحل

 م2 هلأسم

راهحل
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، به کمک معادلۀ س�رعت- زمان، س�رعت لحظه ای متحرک را به دست می آوریم و با توجه به این  t s=5 t و  =0 پ( در حل این قس�مت نیز در لحظۀ 

که شتاب متوسط یعنی تغییر سرعت در واحد زمان، داریم:

av av

t v v v
a a m s

t tt s v m s
/

/

= ⇒ = − −⇒ = ⇒ = =
− −= ⇒ =

1 1 2 1 2

2 12 2

0 0 45 0 9
5 05 45

ها در حرکت است، برای آن که تغییر جهت دهد، ابتدا باید سرعتش صفر گردد. x ت( متحرکی که روی محور 
t

v t t
t s

== ⇒ − = ⇒ 
=

2
0

0 3 6 0
2

t s x m= ⇒ =+2 2 t جواب مسأله است.  s=2 t آغاز حرکت است و لحظۀ  =0 لحظۀ 
تذ: ک البته دربارۀ تغییر جهت روی خط راس�ت علاوه بر صفر ش�دن س�رعت باید س�رعت در آن لحظه تغییر علامت بدهد که در تابع درجه 2 در دو 

t جواب است. s=2 طرف ریشه همواره تغییر علامت داریم و 
ث( در حرکت تندش�ونده روی خط راس�ت، س�رعت متحرک در حال افزایش است، پس بردار سرعت و بردار ش�تاب آن هم جهت و هم علامت هستند. 
)av و در حرکت کندش�ونده روی خط راس�ت، س�رعت متحرک در حال کاهش است، پس بردار سرعت و بردار شتاب در خلاف جهت هم هستند  )>0

 av( )<0 و علامت آن ها مخالف هم است. 
با توجه به این توضیحات باید ابتدا سرعت و شتاب را تعیین علامت کنیم، از این رو از ریاضیات کمک می گیریم.

t
v t t a t t s

t s
,

== − = ⇒ = − = ⇒ =
=

2
0

3 6 0 6 6 0 1
2

t2 است. t2 و در خارج از دو ریشه، موافق علامت ضریب  در تابع درجه 2، علامت، در بین دو ریشه مخالف علامت ضریب 
t است. اکنون با دانسته های  t و در سمت راست ریشه، موافق علامت ضریب  در تابع درجه 1، علامت در سمت چپ ریشه مخالف علامت ضریب 

بالا جدول زیر را رسم می کنیم.

 

t
v
a
av  ¾â Êd²

{{ ½kº¼ k¹¨½kº¼ k¹U S¿ #oÃÃ™U ½kº¼ k¹U

S¨oe

] {

+∞
− − +
− + +
+ − +

0 1 2
0 0

0

تذکر: دقت شود که علامت شتاب به تنهایی نوع حرکت را روی خط راست مشخص نمی کند و باید علامت سرعت و شتاب هر دو تعیین شود.
t را به دست می آوریم. s=3 t و  =0 ج( برای یافتن جابه جایی در سه ثانیۀ آغازین، مکان در 

t x m
x x x

t s x m

                 

( )

= ⇒ = − + = ⇒∆ = − =
= ⇒ = − + =

1 1
2 13 2

2 2

0 0 0 6 6
0

3 3 3 3 6 6
s3 آغازین، صفر است. پس جابه جایی متحرک در 

6+ متری مبدأ است. یعنی مفهوم مکان و جابه جایی یکسان نیست.  ، t s=3 دقت شود که مکان متحرک در لحظۀ 
چ( اش�تباه نکنید مس�افت طی ش�ده 12 متر نمی شود. باید در حل این نوع مسائل مش�خص گردد که متحرک در بازۀ زمانی داده شده تغییر جهت داده 

است یا نه؟
v t t t s x m,= ⇒ − = ⇒ = =20 3 6 0 2 2 از این رو باید مشخص گردد که در چه لحظه ای و در چه مکانی متحرک تغییر جهت می دهد. 

حال به شکل روبه رو دقت کنید:
x برگش�ته است، پس در مجموع 8  m=6 x رفته و س�پس به  m=2 x به  m=6 s3 متحرک از  در مدت 

متر مسافت طی کرده است.
t به دست آورده، آن ها را از هم کم کرد. s=4 t و  s=5 ح( همان گونه که قبلًا بیان شد، باید مکان های متحرک را در 

t s x m
x m

t s x m
( )

( )

( )

 = ⇒ = − + = ⇒ = − =
 = ⇒ = − + =

3 2

53 2

5 5 3 5 6 56
56 22 34

4 4 3 4 6 22

ام بررسی شد. t t ثانیه و جابه جایی در ثانیۀ با این مثال ساده، تفاوت مکان، تغییر مکان، مسافت طی شده، جابه جایی در 
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ضمیمه 2

′x دیهد، :دام گزیمم برم2 ام2؟- 1 >0 ش ح :ض روی شحور x ک :2 شض :مد. اگ  
ض( حرکت کندشونده است. 1( حرکت تندشونده است.  

4( با توجه به شرایط هر کدام از سه حالت ممکن است. 3( حرکت یکنواخت و در جهت مثبت محور x است. 

x ام2. بر چم شکینض د کسب ش  ، ش ح ک تغمم  جه2 شض بهد؟- ض t t= − +3 3 SI دم صورت 1 شعیبلۀ ک :2 ش ح :ض بر 
−2  )4  +2  )3  +1 ض(   −1  )1

x ام2. شسیف2 طض هده بر ثینمۀ بوم ک :2 چمد ش   ام2؟- 3 t t= − +3 3 SI دم صورت 1 شعیبلۀ ک :2 ش ح :ض بر 
4( صفر  −1  )3 ض( 4   3 )1

x ام2. شسیف2 طض هده بر بو ثینمۀ اول ک :2 چمد ش   ام2؟- 4 t t= − +3 3 SI دم صورت 1 شعیبلۀ ک :2 ش ح :ض بر 
6 )4  1 )3 ض( 3   2 )1

x دیهد، شسیف2 طض هده بر ثینمۀ بوم چمد ش  ام2؟- 5 t t= +32 3 SI دم صورت  اگ  شعیبلۀ  ک :2 ش ح :ض :م روی خط رام2 بر ک :2 ام2 بر 
27 )4  22 )3 ض( 17   5 )1

x ام��2. بر :دام دیزۀ زشینض ش ح ک بر جه2 - 6 t t= −3 6 SI دم صورت  هی ک :2 شض :مد بر  x شعیبلۀ شکین- زشین ش ح :ض :م روی شحور 
شمفض شحور بر کیل ک :2 ام2؟

t< <0 2  )4  t > 2  )3  t >2 ض(   t< <0 2  )1

x ام2. شسیف2 طض هدۀ این ش ح ک بر 5 ثینمۀ - 7 t t=− + +2 4 5 SI دم صورت  شعیبلۀ ک :2 ش ح :ض :م روی خط رام2 ک :2 شض :مد بر 
اول ک : ش چمد ش   ام2؟

13 )4  −5  )3 ض( 5  1( صفر 

x ام2. بر :دام دیزۀ زشینض، ش ح ک بر خلاف - 8 t t= + −3 22 4 SI دم صورت  هی ک :2 شض :مد بر  x شعیبلۀ ک :2 ش ح :ض :م روی شحور 
هی بر ک :2 ام2؟ x جه2 شحور 

4( هیچ کدام  t >0  )3  t< <4 2
3

ض(   t< < 40
3

 )1

x ام��2. بر :دام د��یزۀ زشینض، ک :2 - 9 t t=− − −3 22 4 SI دم صورت  هی ک :2 ش��ض :مد بر  x شعیبل��ۀ ک :��2 ش ح :ض :��م روی شحور 
:مدهونده ام2؟

t ض( 1<   t< <0 1 )1
4( هرگز حرکت کندشونده نخواهد بود.   t >0  )3

x ام2. ش ح ک چمد دیر تغمم  جه2 شض بهد؟- 10 t t t= + −3 21 3 4
3 2

SI دم صورت  شعیبلۀ ک :2 ش ح :ض :م روی خط رام2 ک :2 شض :مد بر 

3 )4  2 )3 ض( 1  1( صفر 

x ام2. ش ح ک چمد دیر تغمم  جه2 شض بهد؟- 11 t t t= − + −3 23 3 SI دم صورت 1 هی ک :2 شض :مد بر  x شعیبلۀ ک :2 ش ح :ض :م روی شحور 
3 )4  2 )3 ض( 1  1( صفر 

t نقطۀ - ض1 s=1 v ام��2. اگ  ک :2 ش ح ک بر شس��م  شس�� قمم دوبه و شکین بر لحظۀ  t t=− +26 6 SI دم صورت  شعیبلۀ م�� ع2 ش ح :ض بر 
سراسری ریاضی - 86 x دیهد، شعیبلۀ شکین :دام ام2؟   m=−2

x t=− +12 10 ض(    x t=− +12 6  )1
x t t=− + −3 22 3 3  )4   x t t=− + −23 3 3  )3

، شس��یف2 طض هده تومط - 13 t s=2 4 t تی  =1 0 x ام��2. بر فیصلۀ زشینض دمن  t t=− + −2 4 4 SI دم صورت  شعیبلۀ شکین- زشین جس��یض بر 

سراسری خارج از کشور تجربی-88 جسم چمد ش   ام2؟  
8 )4  6 )3 ض( 4   2 )1
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x ام2. :دام گزیمم برم2 ام2؟ - 14 t t t= − + −3 26 9 8 شعیبلۀ شکین-زشین ش ح :ض بر SI دم صورت 

t بردار سرعت تغییر جهت می دهد. s=1 ض( در  t بردار شتاب تغییر جهت می دهد.   s=2 1( در 
4( هر سه گزینه درست است. t حرکت تندشونده است.  s=4 3( در 

15 -  t( )≥0 v ام2. :دام گزیمم برم2 ام2؟  t= − 2200 8 شعیبلۀ م ع2- زشین ش ح :ض :م روی شحور x ک :2 شض :مد، بر SI دم صورت 
سراسری خارج از کشور ریاضی-91  

1( بزرگی شتاب در حال کاهش است
ض( از صفر تا 5 ثانیه حرکت تندشونده است.

t جهت شتاب تغییر می کند. s=5 3( در لحظۀ 
4( حرکت ابتدا در جهت محور x، سپس خلاف جهت محور x است.

16 - ……… ، t s=2 t تی  =0 x ام2. بر دیزۀ زشینض دمن  t t= − +2 33 شعیبلۀ ک :2 جسیض :م روی شحور x ک :2 شض :مد بر SI دم صورت 1
ض( جهت حرکت جسم تغییر نمی کند. 1( جهت شتاب عوض نمی شود.  

4( حرکت ابتدا کندشونده و سپس تندشونده می شود. 3( جهت حرکت یک بار عوض می شود. 
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v و علامت سرعت به تنهایی   نیزم   1 x′= مش�تق مکان نسبت به زمان برابر سرعت لحظه ای است   4
x′>0 تنها نشان می دهد که متحرک در جهت مثبت محور در حال  دربارۀ نوع حرکت چیزی را مشخص نمی کند. 
پیش�روی اس�ت و ممکن است مقدار سرعت ثابت باشد و یا س�رعت در حال کاهش )حرکت کندشونده( و یا در حال 

افزایش )حرکت تندشونده( باشد.
فراموش نکنیم که برای مشخص شدن کندشونده و تندشونده بودن حرکت باید علامت سرعت و علامت شتاب هر 
)av حرکت تندش�ونده و اگر بردار سرعت و  )>0 دو مش�خص باش�د. اگر بردار س�رعت و شتاب هم علامت باشند 

)av حرکت کندشونده است. )<0 شتاب هم علامت نباشند 

ها( در حرکت اس�ت، برای تغییر جهت ابتدا باید س�رعتش صفر شود. از این رو ابتدا معادلۀ سرعت- زمان را   نیزم   ض x متحرکی که روی خط راس�ت )محور  1
به کمک مشتق گیری از معادلۀ مکان- زمان به  دست  آورده، لحظۀ صفر شدن سرعت و تغییر جهت را حساب می کنیم:

 vv x v t t t t s=′= ⇒ = − → − = ⇒ = ⇒ =02 2 23 3 3 3 0 1 1  
 x t t x x m= − + ⇒ = − + ⇒ =−3 3 1 1 3 1 1  

. ابتدا بررسی می کنیم که آیا در این بازه سرعت صفر می شود و متحرک تغییر جهت می دهد یا نه؟  نیزم   3 t s=2 t تا  s=1 بازۀ زمانی ثانیۀ دوم یعنی از  ض 
vv x v t t t s=′= ⇒ = − → − = ⇒ =02 23 3 3 3 0 1  

بنابراین در بازۀ مورد نظر تغییر جهت رخ نمی دهد و مسافت طی شده با جابه جایی متحرک یکسان است:

 t s x m
x x x x m

t s x m
( )

= ⇒ = − + =− ⇒∆ = − ⇒∆ = − − = = ⇒ = − × + =+

1 1
2 1

2 2

1 1 3 1 1
3 1 42 8 3 2 1 3

 

. ابتدا بررسی می کنیم که آیا در این بازه، سرعت صفر می شود و متحرک تغییر جهت می دهد یا نه؟  نیزم   4 t s=2 t=0 تا  بازۀ زمانی دو ثانیۀ اول یعنی از   4
vv x v t t t s=′= ⇒ = − → − = ⇒ =02 23 3 3 3 0 1  

 x x m( ) ( )= − × + ⇒ =−3 21 3 1 1 1  
x تغییر جهت داده است. m=−1 t و مکان  s=1 بنابراین متحرک در لحظۀ 

t x m= ⇒ =+0 1 اکنون مکان متحرک در ابتدا و انتهای بازۀ مورد نظر را به دست می آوریم: 
t s x m= ⇒ = − + =+2 8 6 1 3

x برگش�ته اس�ت و مسافت طی شده  m=+3 m−1 رفته و س�پس به مکان  m+1 به مکان  پس متحرک از مکان 
m+ =2 4 6 برابر است با:

t را قرار   نیزم   5 s=2 2 t و  s=1 1 . بنابراین در معادلۀ حرک�ت  t s=2 t ت�ا  s=1 مس�افت طی ش�ده در ثانیۀ دوم، یعنی مس�افت طی ش�ده در ب�ازۀ زمانی  ض 
می دهیم و مکان های حاصل را از هم کم می کنیم:

 
t s x m

x t t x m
t s x m ( ):
= ⇒ == + ⇒∆ = − = = ⇒ =

13
2

2

1 5
2 3 22 5 172 22  

t=0 تغییر جهت نمی دهد و مسافت طی شده  دقت کنید اگر معادلۀ سرعت- زمان این متحرک را به دست آوریم سرعت صفر نمی شود و متحرک در هیچ لحظه  ای پس از 

v x v t v′= ⇒ = + ⇒ ≠26 3 0 همان جابه جایی است. 

ابتدا معادلۀ سرعت- زمان را به دست می آوریم. در مدتی که متحرک دارای سرعت منفی می باشد، متحرک در حال حرکت در جهت منفی محور است.  نیزم   6  4
 v x v t t t t s′= ⇒ = − ⇒ − = ⇒ = ⇒ =2 2 23 6 3 6 0 2 2  

t در جهت منفی محور در حال حرکت است. s= 2 t=0 تا  اکنون سرعت را تعیین علامت می کنیم؛ با توجه به جدول روبه رو، متحرک در بازۀ 
t
v

S¿] oÃÃûU

+∞
− +

0 2
0

2 
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راه کل اولک مسافت طی شده یعنی طول کل مسیری که متحرک در 5 ثانیه طی می کند. پس باید بررسی کرد که متحرک متوقف می شود و جهت   نیزم   7  4

 vdxv v t t t s
dt

== ⇒ =− + →− + = ⇒ =02 4 2 4 0 2 حرکت خود را تغییر می دهد یا خیر؟ برای این منظور ابتدا معادلۀ سرعت- زمان را به دست می آوریم: 

t سرعت صفر شده و متحرک تغییر جهت می دهد. حال مکان تغییر جهت را نیز به دست می آوریم: s=2 پس در لحظۀ 
 t sx t t x m==− + + → =− + + =22 4 5 4 8 5 9  

t در مکان  s=5 m+9 و در لحظۀ  t در مکان  s=2 ، در لحظۀ  m+5 t=0 متحرک در مکان  در لحظۀ 
 m+ =4 9 13 x=0 است. پس در کل، مسافت طی شده برابر است با:  
s5 رس�م ک�رده و قدر مطلق  v را در مدت  t=− +2 4 راه ک��ل بومک می توانی�م نمودار س�رعت - زمان 

سطح های محصور بین نمودار و محور زمان را جمع کنیم.

|m مسافت طی شده | | |× − ×= + =4 2 6 3 13
2 2

ابتدا معادلۀ س�رعت- زمان را به دس�ت آورده و آن را تعیین علامت می کنیم. در بازۀ زمانی که س�رعت منفی است، متحرک در خلاف جهت محور   نیزم   8  4
ها در حرکت است و در بازۀ زمانی که سرعت مثبت است، متحرک در جهت مثبت محور در حرکت است. x

 v x v t t t t s ¡#¡#— ,′= ⇒ = + = ⇒ = =−2 43 4 0 0
3

 

ها است. x ، همواره سرعت مثبت و همواره حرکت در جهت مثبت محور t=0 در تمام مدت حرکت متحرک پس از لحظۀ 

در حرکت کندش�ونده، س�رعت متحرک در حال کاهش اس�ت و بردار ش�تاب و بردار سرعت در خلاف جهت هم هس�تند. معادلۀ سرعت- زمان و   نیزم   9  4
معادلۀ شتاب- زمان را به دست آورده و آن ها را تعیین علامت می کنیم:

v

a

tt
v x v t tv t s

a
a v a t t sav

¡#¡#— 

         —  ¡#¡#

=

=

=+∞ ′= ⇒ =− − →− =−−
= ⇒ =− − → =−+

02

0

00
3 4 4

3
26 4
3

با توجه به جدول تعیین علامت، هرگز حرکت این متحرک کندشونده نخواهد بود.

متحرکی که روی خط راست حرکت می کند، لحظه ای تغییر جهت می  دهد که سرعتش صفر شده و سرعت تغییر علامت بدهد.  نیزم   10 ض 
v x v t t′= ⇒ = + −2 3 4 معادلۀ سرعت- زمان را به دست آورده، سرعت را مساوی صفر قرار می دهیم. 

 
t s

v t t t t
t s ¡¡—

( )( )
== ⇒ + − = ⇒ − + = ⇒ =−

2 1
0 3 4 0 1 4 0 4  

t متحرک تغییر جهت می دهد. s=1 در لحظۀ 

متحرک لحظه ای تغییر جهت می دهد که سرعتش صفر شده و سرعت تغییر علامت بدهد.  نیزم   11  1
 vv x v t t t t t t s( ) ( )=′= ⇒ = − + → − + = ⇒ − = ⇒ =02 2 23 6 3 3 2 1 0 3 1 0 1  

)t همواره مثبت است بنابراین متحرک در هیچ لحظه ای تغییر جهت نمی دهد. )− 23 1 t سرعت صفر می شود اما تغییر علامت نمی دهد و سرعت  s=1 با آن که در لحظۀ 

−t به دست آید که   نیزم   ض1 26 می دانیم س�رعت لحظه ای، مش�تق مکان نس�بت به زمان است، بنابراین باید از خود بپرس�یم از چه عبارتی مشتق بگیریم تا   4
x t t x=− + +3 2

02 3 t6 به دست می آید، از این رو معادلۀ مکان- زمان متحرک خواهد شد:  t23 عبارت  −t به ذهن ما می رسد و با گرفتن مشتق از  32 قطعاً 

x x m( ) ( )− = × + × + ⇒ =−3 2
0 02 2 1 3 1 3 x می باشد:  m=−2  ، t s=1 با توجه به فرض پرسش در 

x t t=− + −3 22 3 3
البته بدون حل نیز می توان گزینۀ )4( را انتخاب کرد، زیرا معادلۀ سرعت- زمان تابع درجۀ 2 است و قطعاً معادلۀ مکان- زمان تابع درجۀ 3 است.

هرگاه در یک پرسش، که معادلۀ مکان- زمان در آن مشخص است در مورد مسافت طی شده سؤال شود، ابتدا باید مشخص گردد که در بازۀ زمانی   نیزم   13  4
مورد نظر، متحرک تغییر جهت می دهد یا نه؟ برای این منظور باید تعیین کرد در چه لحظه ای و در چه مکانی سرعت صفر می شود.

 vv x v t t t s=′= ⇒ =− + →− + = ⇒ =02 4 2 4 0 2  
 x ( )=− + × − =22 4 2 4 0  
 t x m= ⇒ =−1 10 4 حال مکان متحرک را در ابتدا و انتهای بازۀ زمانی به دست می آوریم: 

 t s x m= ⇒ =− + − =−2 24 16 16 4 4  
d m= + =4 4 8 با توجه به شکل مسافت طی شده برابر است با:  
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v   نیزم   14 x v t t′= ⇒ = − +23 12 9 ابتدا معادلۀ سرعت- زمان و معادلۀ شتاب- زمان را به کمک مشتق گیری به دست می آوریم.   4

 a v a t′= ⇒ = −6 12  
 a t t s= ⇒ − = ⇒ =0 6 12 0 2 برای تغییر جهت بردار شتاب باید ابتدا شتاب صفر شود و سپس تغییر علامت دهد. از این رو شتاب را برابر صفر قرار می دهیم. 

t بردار شتاب تغییر جهت می دهد. گزینۀ )1( درست است.  s=2 معادلۀ شتاب تابع درجه یک است که در دو طرف ریشه اش تغییر علامت می دهد بنابراین در 
برای بررسی تغییر جهت بردار سرعت، معادلۀ سرعت را برابر صفر قرار می دهیم. 

 
t s

t t t t t t
t s

( )( )
=− + = ⇒ − + = ⇒ − − = ⇒ =

2 2 1
3 12 9 0 4 3 0 1 3 0 3  

t تغییر علامت می دهد و گزینۀ )2( درست است.  s=3 t و  s=1 در معادلۀ درجه 2 در دو طرف ریشه تغییر علامت وجود دارد پس سرعت در لحظه های 
t سرعت و شتاب را به دست می آوریم: s=4 در لحظۀ 

 v v
av

a
( ) ( )

( )

= − + ⇒ = − + = > ⇒ >
= − = > 

23 4 12 4 9 48 48 9 9 0 0
6 4 12 12 0

 حرکت تندشونده 

بنابراین گزینۀ )3( نیز درست است.

ابتدا معادلۀ شتاب-زمان را با مشتق گیری از معادلۀ سرعت- زمان به دست می آوریم.   نیزم   15  4
 a v a t′= ⇒ =−16  

کاملًا مشخص است که با گذشت زمان، بزرگی شتاب در حال افزایش است و گزینۀ )1( نادرست است، همچنین گزینۀ )3(.
سرعت را تعیین علامت می کنیم. 

 v t t t s t s .¡.¡.ù,= ⇒ − = ⇒ = ⇒ = =−2 20 200 8 0 25 5 5

a منفی بوده و حرکت  t( )=−16 s+5 س�رعت مثبت اما ش�تاب  t2 بوده و مطابق جدول روبه رو در بازۀ صفر تا  علام�ت تاب�ع بین دو ریش�ه مخالف علام�ت ضریب 
t علامت  s>5 s+5 علامت سرعت مثبت بوده و حرکت در جهت محور xها است و برای  کندشونده است بنابراین گزینۀ )2( نادرست است. همچنین در بازۀ صفر تا 

سرعت منفی شده و در خلاف جهت محورxها بوده بنابراین گزینۀ )4( درست است.
t
v
a

.¡.¡.ù

−∞ − + +∞
− + + −

− −

5 0 5
0 0

معادلۀ سرعت- زمان و معادلۀ شتاب-زمان را به کمک مشتق گیری به دست می آوریم.   نیزم   16 ض 

 
dva
dtv x v t t a t

=
′= ⇒ = − → = −26 3 6 6  

ریشۀ معادلۀ شتاب- زمان را به دست می آوریم زیرا در لحظه ای که شتاب صفر می شود و تغییر علامت می دهد جهت بردار شتاب عوض می شود. 
 a t t s= ⇒ − = ⇒ =0 6 6 0 1  

t عوض می شود و گزینۀ )1( نادرست است. s=1 تابع درجه یک بوده و علامت آن در دو طرف ریشه تغییر می کند، پس جهت بردار شتاب در لحظۀ 
ریشۀ معادلۀ سرعت- زمان را به دست می آوریم.
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v t t
t s
== ⇒ − = ⇒ =

2 0
0 6 3 0 2  

s2 علامت سرعت عوض نمی شود و جهت حرکت جسم تغییر نمی کند بنابراین گزینۀ )2( درست و گزینۀ )3( نادرست است. هر چند که حل مسأله  پس در بازۀ صفر تا 
تمام شده، گزینۀ )4( را نیز بررسی می کنیم. هر دو معادلۀ سرعت و شتاب را تعیین علامت می کنیم با توجه به جدول گزینۀ )4( نادرست است.
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