
هاي حسابی و هندسیمجموع جملات دنباله:1-1

هاي قبلی شـما و  کنیم بر آموختها ابتدا مروري میدر این بخش م. ایدهاي حسابی و هندسی آشنا شدهشما با دنباله) 2(در سال قبل، در درس ریاضی     
.پردازیمها میسپس به بحث مجموع جملات این دنباله

هاي حسابی و هندسیدنباله: یادآوري
n{aي  دنباله -1 naبا تعریف    { a (n )d  1  شودنامیده می ) یا تصاعد حسابی  (ي حسابی   یک دنباله .a ي اول و    جملهd

d)قدرنسبت تصاعد است  )  .صورت بازگشتی نیز تعریف کنیمتوانیم بهمیاین دنباله را:
n na a , a a d  1 1

n{aي  دنباله -2 nبا تعریف    {
na aq  qي اول و  جملـه  a. شـود نامیـده مـی   ) یا تصاعد هندسـی   (ي هندسی   یک دنباله  1

q)قدرنسبت تصاعد است  , a ) 1  .توانیم به صورت بازگشتی نیز تعریف کنیماین دنباله را می:
n na a , a a q 1 1

ر جمله از ضرب مقدار ثابت ي هندسی نیز هدر دنباله. آیددست میي قبلی بهجملهي حسابی، هر جمله از افزودن مقدار قدرنسبت بهدر واقع در دنباله 
.آیددست میي قبلی بهقدرنسبت در جمله

هاي دنباله-1:مثالn{a naي عمومی با جمله{ n 3 aي اول و جمله4اي حسابی با قدرنسبت ، دنباله4 1 .تاس7
n{bي دنباله-2 nي عمومی با جمله{

nb   23 aي اول و جمله2اي هندسی با قدرنسبت ، دنباله2 1 .است24

مجموع اعداد طبیعی متوالی
کنـیم و سـپس در   را پیدا مـی nتا 1جا ما ابتدا مجموع اعداد طبیعی متوالی از    در این . ي حسابی هستند  اي از یک دنباله   متوالی، نمونه اعداد طبیعی   

.کنیمي حسابی را بررسی میحالت کلی، مجموع جملات یک دنباله
nSخواهیم می. را در نظر بگیرید  ) اعداد طبیعی ({n}ي  دنباله ... n   1 دقـت  روروبـه بـه شـکل   . را بیـابیم 2
.کنید

nردیف و هر ردیف شامل nدر شکل   n(nپس در شکل . گوي وجود دارد1 ) .گوي داریم1
هاي هر نیمه پس تعداد گوي.اي دقت کنید که با تقارن شکل را به دو نیمه تقسیم کرده استحال به خط شکسته

n(nبرابر ) 1
در سطرها برابر اسـت بـا   ) ي چپمثلاً نیمه(هاي یک نیمه    از طرفی به وضوح تعداد گوي     . است 2

nSپس مجموع ،nو …، 2، 1 ... n   1 .دست آمده استبه2

n: برابر است باnتا 1مجموع اعداد طبیعی از : نکته
n(n )

S ... n
     11 2 2

توانیم با زبان ریاضی بیان کنیماین روش را به صورت زیر نیز می. دان بزرگ قرن هجدهم میلادي استروش منسوب به گاوس، ریاضیاین:تذکّر:
n nS ... n S ... n n (n ) ... ( n) ( (n )) ... (n )                     1 2 2 1 2 1 1 1 2 1 1

n n

n

n(n )
S (n ) (n ) ... (n ) n(n ) S

ــار ب

            12 1 1 1 1 2
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مجموع اعداد طبیعی فرد متوالی
جا مجموع این اعداد را با روشی هندسـی پیـدا   در این. اندي حسابی اي دیگر از یک دنباله    نمونه اعداد فرد طبیعی متوالی   

}ي  دنباله. کنیممی n }2 nSخواهیم  می. شامل اعداد فرد طبیعی را در نظر بگیرید        1 ... ( n )    1 3 2 را 1
.دقت کنیدروروبهبه شکل . دست آوریمبه
nپس در شکل . گوي وجود داردnردیف و هر ردیف شامل nاین شکل  در n n  حال بـه خطـوط   . گوي داریم2

گـوي،  3ي دوم گوي داریـم، در دسـته  1ي اول در دسته. اندبندي کردههاي شکل را دستهشکسته دقت کنید که گوي 
nي آخر به این ترتیب در دسته…گوي و 5بعدي  2 .ها، همان اعداد فرد هستندگوي داریم و اعداد دسته1

nتا 1مجموع اعداد طبیعی فرد از : نکته 2 nS: برابر است با1 ... ( n ) n      21 3 2 1

چون :مثال  17 2 9 29برابر است با 17و ...، 3، 1فرد متوالی عدد9، پس مجموع 1 81.

دست آوریمتوانیم بهصورت زیر نیز میبه جز روش بالا، این مجموع را به:تذکّر:
n

n

S ( ) ( ) ... ( n ) ( ... n) ( ... )
ــار ب

                   2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 2 1 1 1

n(n )
( ... n) n n n(n ) n n

           212 1 2 12

ي حسابیمجموع جملات دنباله
. توانیم ارائه کنیمي حسابی میایم، روشی آمده است که آن را براي هر دنبالهي قبل، در یافتن مجموع اعداد فرد ارائه کردهدر تذکّري که پس از نکته

n{aحسابی يجمله از دنبالهnمجموع خواهیم فرض کنید می naي عمومی با جمله{ a (n )d   :داریم. را پیدا کنیم1
n nS a a ... a a (a d) (a d) ... (a (n )d)            1 2 2 1

n

(n )n
(a a ... a) d( ... (n )) na d

ــار ب

            11 2 1 2

nبه این ترتیب 
n( a (n )d)

S
  2 1
n، یا به بیان دیگر 2 n

nS (a a ) 12.

n{aي حسابی مجموع جملات دنباله: قضیه naي عمومی با جمله{ a (n )d   :اُم برابر است باnي اول تا از جمله1

n n
n nS ( a (n )d) (a a )    12 12 2

ي اول و آخر را با هم جمع کنیم و حاصل را در نـصف       توالی یک تصاعد حسابی، کافی است جمله      ي م ي مجموع تعدادي جمله   در واقع براي محاسبه   
.تعداد جملات ضرب کنیم

دست آوریمتوانیم این مجموع را بهبا استفاده از روش گاوس نیز می:تذکّر:
n

n
n

S a (a d) (a d) ... (a (n )d)
S ( a (n )d) ( a (n )d) ... ( a (n )d)

S (a (n )d) (a (n )d) ... a

         
                  

2 1 2 2 1 2 1 2 11 2
aت که هر کدام برابر عدداسnبرابر مجموع nS2پس  (n )d 2 : بنابراینهستند، 1

n

a a
n n n na a (n )d

n nS n( a (n )d) S ( a (n )d) S (a a )


           1 112 2 1 2 12 2
تا 1اعداد طبیعی فرد از :مثالn 2 :پس داریم. دهندرا تشکیل می2اي حسابی با قدر نسبت دنباله1

n
n nS ( ( n )) n n      21 2 1 22 2

...

...

...

...
 

n

n
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در . انـد رو روي هـم قـرار گرفتـه       تعدادي الوار چوب با آرایشی مطابق شکل روبه       ): 1(يمسأله
.چوب قرار دارد7بالاترین ردیف 

باشد، روي هم چند چوب در این شکل وجود دارد؟20ترین ردیف هاي پاییناگر تعداد چوب) الف
هاي چوب چند تا است؟چوب در شکل موجود باشد، تعداد ردیف115وي هم راگر ) ب

، 1اي بـا قدرنـسبت   دنباله. دهنداي حسابی را تشکیل میها، در واقع دنبالههاي ردیفشود که تعداد چوببه راحتی مشخص می:اولراه) الف: حل
:ها برابر است بابنابراین تعداد کل چوب. 20و …، 9، 8، 7ي یعنی دنباله

S ... ( )       147 8 9 20 7 20 1892
تساوي دقت کنید که در شمارش تعداد اعداد مجموع بالا از   20 7 1 .ایماستفاده کرده14

:توانیم عمل کنیمي مجموع به این روش نیز میبراي محاسبه:راه دوم
S ( ... ) ( ... )            20 21 6 71 2 20 1 2 6 1892 2

:ترین ردیف برابر است باهاي پایینپس تعداد چوب. گیریممیnها را تعداد ردیف)ب
(n ) n    7 1 1 6

:پس مجموع اعضاي دنباله برابر است با
nS

n
n nS ( ( n)) ( n) n( n) n n           115 27 6 13 13 230 13 2302 2 

n , n   1 210 23
nپاسخ   .قابل قبول است10

n{aي حسابی در دنباله): 1(تست aدانیم می{ a 7 16 ي اول این دنباله کدام است؟جمله22مجموع . 42
1 (4622 (4563 (5424 (524

naدانیم می:حل a (n )d  1 :، بنابراین1
a a a d a d a d a d         7 16 1 1 1 16 15 2 21 2 21 42

:ي حسابی داریماز طرفی طبق فرمول مجموع جملات یک دنباله
S ( a d) S     22 1 22

22 2 21 11 42 4622
.درست است) 1(ي بنابراین گزینه

.باشد2برابر 6ها در تقسیم بر ي آنماندهرا بیابید که باقی300و 100مجموع اعدادي بین ): 2(يمسأله
aگاه باشد، آنداشته 2ي  ماندهو باقی  kقسمت  ، خارج 6در تقسیم بر     aاگر عدد    :حل k 6 ترین عددي که ، کوچک300و 100بین اعداد . 2

:خواهیم، پس مجموع زیر را می296ترین عدد است و بزرگ104داشته باشد، 2ي ماندهباقی6در تقسیم بر 
S ...    104 110 116 296

:داریم. گیریممیnتعداد اعداد مجموع بالا را . ایممواجه6اي حسابی با قدرنسبت با دنباله:راه اول
(n ) n n        296 104 1 6 1 32 33

n
nS (a a ) ( )    1

33 104 296 66002 2
kچون هر عدد در مجموع به شکل :راه دوم 6 :است، داریم2

S ( ) ( ) ... ( ) ( ... ) ( ... )
ــار ب

                
39

6 17 2 6 18 2 6 49 2 6 17 18 49 2 2

( )     49 50 16 176 39 2 66002 2

...

...
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ي هندسیمجموع جملات دنباله
n{aqي هندسی ي اول از دنبالهجملهnخواهیم مجموع فرض کنید می }1خواهیمنی مجموع زیر را مییع. را بیابیم:

nS a aq aq ... aq     2 1

:رسیمي زیر میرا از آن کم کنیم، به نتیجهSضرب کنیم و qرا در Sاگر مجموع 
n

n n n n q
qS S (aq aq ... aq ) (a aq ... aq ) aq a (q )S aq a S a

q
                 


2 1 11 1

: ي اول برابر است باجملهn، مجموع qو قدرنسبت aي اول با جملهي هندسی در دنباله: نکته
n

n
q

S a
q


1
1

ي هندسی در دنباله:مثال, , , , ...1 1 2 1ي اول و جمله2، قدرنسبت 42
:است، بنابراین2

n n

nS ( )  


1 2 1 2 1
2 2 1 2

).ي هندسی تشکیل شده استمجموع از جملات یک دنباله(حاصل مجموع زیر را بیابید ): 3(يمسأله

S ...     6 26 2 3 81
qقدرنسبت مجموع برابر :حل   


2 1
6 3

آن ي اولو جمله :داریم.گیریممیnتعداد جملات آن را . است6
n n n n n n

na a q ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) n                       1 1 4 1 1 8 2
1

2 16 3 3 1 3 3 1 3 1081 3
:ي مجموع داریمبنابراین طبق فرمول محاسبه

( )
S ( )

  
          

  

10

10

1 1 2421 13 121243 2436 6 3 2 2 61 811 3 1 31
3 3

19ي اول، ي هندسی، مجموع شش جملهدر یک دنباله): 2(تست
قدرنسبت کدام است؟. ي اول آن استبرابر مجموع سه جمله27

1 ( 4
32 ( 2

33 (2
34 (3

4
Sطبق فرض :حل S6 3

19
:حال طبق فرمول داریم. 27

a q x
q

q q
a a q (q ) x x

q q
 


          
 

31
6 3 6 3 2

1 1 1
1 119 191 1 27 27 19 191 27 1 27



x x ( x )(x ) x , x           2
1 2

827 19 8 27 8 1 127 

xپاسخ    8
qقابل قبول است، در نتیجه 27  3 8

q، پس 27   2
.درست است) 2(ي بنابراین گزینه.3

اگر حسابی با دو میلیون تومـان در ایـن          . گیردي بلندمدت تعلق می   حساب سپرده  سود به  10%در یک بانک، سالیانه     ): 4(يمسأله
سال مقدار موجودي حساب چقدر خواهد بود؟10بانک باز کنیم، پس از 

xنشان دهیم، در پایان سال اول موجودي برابر aاگر موجودي اولیه را با :حل a( ) 1
11 :در پایان سال دوم موجودي برابر است با. است10

x x ( ) a( )    2
2 1

1 11 110 10
ي هندسی با قدرنسبت به این ترتیب مقدار موجودي حساب در واقع یک دنباله 1 111 10 :در پایان سال دهم، مقدار موجودي برابر است با. است10

xتومان  a( )    
1010 6

10 10
1 111 2 10 518750010 10







6

هـر شخـصی کـه پـولی     ! کنـد هزار میلیارد تومان را براي هدیه بین مردم کشور پخش می      3فرض کنید دولت حدود     ): 5(يمسأله
شود؟ آیـا   ر این تصمیم دولت چه مقدار پول در سطح کشور خرج می           بر اث . کندانداز می آن را پس   25%آن را خرج و      75%آورد،  دست می به

از نظر اقتصادي درست است؟تصمیم دولت 
xدر نتیجه   . باشد aي پخش شده بین مردم      فرض کنید پول اولیه    :حل a1

3
واحـد  x1آن ولـی   . شـود داز می انپس a14توسط مردم خرج و      4

xپس  ! دست مردم رسیده است   خرج شده، دوباره به    x2 1
3
xي بعد   به همین ترتیب در مرحله    .  شودنیز دوباره توسط مردم خرج می      4 x3 2

3
4

3هندسـی بـا قدرنـسبت    ي قدار پول خرج شده توسط مردم در هر مرحله یـک دنبالـه  به این ترتیب م…شود و نیز توسط مردم خرج می   
تـشکیل  4

:مرحله برابر است باnپس پول خرج شده توسط مردم پس از . دهدمی
n

n
n n

( )
S x ... x a ( ) a ... ( ) a a


        



2
1

313 3 3 3 4
4 4 4 4 31 4

)n، مقدار   nدر دراز مدت با افزایش       توانیم کل پـول خـرج    بنابراین می . شودشود، تا جایی که تقریباً برابر صفر می       تر می مرتباً کوچک و کوچک    34(
:مردم را عدد زیر در نظر بگیریمشده توسط

a a 


3 1 34 31 4
3زیـرا  . ه اسـت اشـتبا مطمئناً این تصمیم دولت از نظر اقتصادي کاري . شودان توسط مردم خرج میهزار میلیارد توم   9یعنی بر اثر این تصمیم دولت       

یعنی مـردم   . هزار میلیارد تومان خرج شده است      9،هزار میلیارد تومان در سطح کشور پخش شده است، و بدون کار اقتصادي خاصی براي تولید پول                
.شوداند و همین امر موجب تورم میصادي مناسب تنها به شکل صوري خرج کردهي اقتمیلیارد تومان پول را بدون پشتوانه6

حد مجموع
n{aي هندسـی  در حالت کلی اگـر دنبالـه  . شدa3تقریباً برابر nS، مجموع nدیدیم که چگونه با بزرگ شدن مقدار ) 5(ي در مسأله  بـا شـرط   {

| q | را در نظر بگیریم، در مجموع        1
n

n
q

S a
q

 
1

1
به ایـن  . عدد صفر را قرار دهیمتوانیممی nqجاي  شود، به بسیار بزرگ می   n، وقتی   1

.آیددست میي جملات دنباله بهترتیب مجموع همه

n{aي هندسی ي جملات دنبالهمجموع همه: قضیه nبا تعریف {
nq a q  1

|که شرط آن، به1 q | a: برابر است با1
S

q



1

1

.رودارتفاع قبل بالا می80%ي توپ هر بار پس از برخورد با زمین، به اندازه. شودمتر رها می10توپی از ارتفاع ): 6(يمسأله
بار برخورد با زمین طی می کند چقدر است؟20کل مسافتی که توپ پس از ) الف
.شودمتر نمی90تر از گاه بیشنشان بدهید که مسافت طی شده توسط توپ هیچ) ب

aي ارتفاع   توپ پس از رها شدن به اندازه       )الف: حل h 1 پس از برخورد با زمین در بـار اول،     . کندمسافت طی می   10
/ي  به بالا به اندازه    h0 ي یعنـی بـین بـار اول و بـار دوم برخـورد، تـوپ بـه انـدازه        . آیـد گردد و دوباره به پایین می بازمی 8

a / h 2 2 0 ــی 8 ــی م ــسافت ط ــدم ــدازه    . کن ــه ان ــوپ ب ــورد ت ــار ســوم برخ ــار دوم و ب ــین ب ــب ب ــین ترتی ــه هم ي ب
a / ( / h) ( / ) h    2
3 2 0 8 0 8 2 0 .کندمسافت طی می8

: دست آوریمبرخورد به20دست آوردن مسافت طی شده در این ترتیب باید مجموع زیر را براي بهبه 
S h / h ( / ) h ( / ) h       2 192 0 8 2 0 8 2 0 8

0/ي هندسی با قدرنسبت ي جملات یک دنبالهاول را درنظر نگیریم، بقیهhاگر  /ي اول و جمله8 h2 0 : دهندتشکیل میرا 8

)متر  / ) ( / )
S h / h /

/ /
 

      


19 191 0 8 1 0 82 0 8 10 16 88 851 0 8 0 2
: برخورد مسافت طی شده توسط توپ برابر است باnدر حالت کلی بعد از :راه اول) ب

n n
n

n
( / ) ( / )

S h / h ( / ) h ( / ) h h / h
/ /

 
  

              


1 12 1 1 0 8 1 0 82 0 8 2 0 8 2 0 8 2 0 8 10 161 0 8 0 2

/ h0 8h
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)nدانیم همواره می / )  11 0 8 : ، پس همواره داریم1
n n

n n
( / ) ( / )

S S
/ / /

           
1 11 0 8 1 0 81 16 16 5 10 80 900 2 0 2 0 2

S: ي جملات دنباله برابر است باوع همهمجم:راه دوم
/

  1610 900 nS، پس همواره 2  90.

کنـیم و   هاي اضلاع این مربع را مطابق شکل به هم وصل می          وسط. متر را درنظر بگیرید   سانتی 4مربعی به طول ضلع     ): 7(يمسأله
هاي اضلاع مربع جدید داخل مربع اولیه را به هـم وصـل   ي دوم، وسطحال دوباره در مرحله   . زنیممثلث ایجاد شده را رنگ می      4دو مثلث از    

. کنیمطور تکرار میاین کار را همین. مزنیدو قسمت ایجاد شده را رنگ میکنیم و بازمی
ه چه سطحی رنگ شده است؟مرحل10پس از ) الف
شود؟سطح رنگ شده پس از تعداد زیادي از مراحل به چه عددي نزدیک می) ب

کنـیم و دو قـسمت از       ي تقسیم مـی   قسمت مساو  8رو، در هر مرحله ما درواقع یک مربع را به           طبق شکل روبه   )الف :حل
1یعنی . کنیمها را رنگ میآن

. کنیمربع را رنگ میمساحت م4

S  ،aي اول در مربع به مساحت       در مرحله  S1
1
Sو مربع جدیدي به مساحت       ایمکردهرا رنگ    4

ي دوم، از در مرحلـه . ایـم داخل آن ایجاد کـرده    2
Sمربع به مساحت    

Sa، مقدار   2  2
1
4 S12ایم و مربعی به مساحت      رنگ کرده  2 ي دوم از مربـع بـه     در مرحلـه  . ایـم را داخل آن ایجـاد کـرده       2

S12مساحت   Sa، مقدار   2   3
1 1
4 2 1سی بـا قـدر نـسبت    ي هندهاي رنگ شده یک دنباله    به این ترتیب بخش   . ایمرا رنگ کرده   2

تـشکیل  2
: خواهیمدهند و ما مجموع زیر را میمی

S S S SS a a a ( ) ( )           2 9
10 1 2 10

1 1 1
4 2 4 2 4 2 4 

S
( )

S ( ) ( ) /


          


10
2 916 10

111 1 1 24 4 4 4 4 7 982 2 2 11 2
7/پس تقریباً  .مرحله رنگ شده است10متر مربع پس از سانتی98

S: بر است باي جملات دنباله برامجموع همه)ب  


4 811 2
.شودمی8، پس سطح رنگ شده تقریباً برابر 

aعدد گویاي بسط اعشاري ): 8(يمسأله / ... 0 pرا به شکل 666
q

.انده هم اولدو عدد طبیعی نسبت بqو pبنویسید که 

.ي هندسی بنویسیمتوانیم به این صورت به شکل مجموع جملات یک دنبالهبسط را می:حل
a / / / ... ...       6 6 60 6 0 06 0 006 10 100 1000

6ي اول ي هندسی با جملهدنبالهیعنی 
1و قدر نسبت 10

:ي جملات برابر است باپس مجموع همه. 10
/a p , q

/
     


0 6 6 2 2 31 0 1 9 3

مجموع اعداد مربع کامل متوالی
هـا را  ی لازم اسـت فرمـول مجمـوع آن     ند، ول دهاي حسابی یا هندسی تشکیل نمی     دنباله …و   23،  22،  21هرچند اعداد مربع کامل متوالی، یعنی       
که  با توجه به این   . شوندبدانید که در بعضی از مسائل ظاهر می       

k

k k k k
ــار ب

   2  تـا    1توانیم مجموع اعداد مربع کامل متوالی از        ، میn2  را

: ی تبدیل کنیمبي حسابه تعدادي مجموع دنباله
n

n

S n ( ) ( ) (n n n)

( n) ( n) ( n) ((n ) n) n
ــار ب

              

               

2 2 21 2 1 2 2 3 3 3

1 2 2 3 3 1
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را  nSهـا، فرمـول کلـی       توانیم با جایگـذاري فرمـول     حال می . ي حسابی هستند  هاي داخل پرانتز در عبارت آخر، همگی جمع جملات دنباله         مجموع
.دست آوریمبه

.دهیمبتکاري دیگري نیز ارائه میجا ما روش ادر این
nS، حاصل   nSدست آوردن مستقیم    به جاي به   ( n )   2 2 23 3 1 2 با توجه بـه  . آوریمدست میرا با شکل به

k

k k k k
ــار ب

   2  ،

:بسازیمnS3توانیم شکل زیر را براي می
n n n n n n n n

n n n n n n

n n n n
n n

 
   

 
 

1 2 1 1 2 1
1 1 1 1 2 2 3

2 2 1 1
1

  

  

        

n2  ،(nهمان   ي سمت چپ، مجموع اعداد هر ردیف      در آرایه  ) 21  ،  ،22   ي وسـط مجمـوع اعـداد هـر سـتون، همـان          در آرایـه  . است 21و
حال با کمـی  . کندهاي مورب موازي وتر مثلث، اعداد مربع کامل را ایجاد می    ي سمت راست، مجموع اعداد روي خط      هاي کامل است و در آرایه     مربع

nشویم که جمع اعداد متناظر در سه مثلث برابر دقت متوجه می 2 : رسیماست، یعنی با جمع اعداد بالا به شکل زیر می1
n n n n
n n n

n n
n

   
  

 


2 1 2 1 2 1 2 1
2 1 2 1 2 1

2 1 2 1
2 1





  

n(nدر مثلث نهایی     ) 1
nکه همگی برابر    ) چرا؟(عدد وجود دارد     2 2 n(nها  هستند، پس مجموع آن    1 )

( n )



1 2 دانیم ایـن   می. شودمی 12

:گیریمي زیر را نتیجه میپس نکته.استnSبرابر 3مجموع 

n: برابر است باn2تا 1مجموع اعداد مربع کامل از: نکته
n(n )( n )

S n
 

    2 2 2 1 2 11 2 6

برابر است با25تا 1مجموع اعداد مربع کامل متوالی از :مثال :
     2 2 2 5 6 111 2 5 556

. دست آوریدحاصل مجموع زیر را به): 9(يمسأله
S ( ) ( ) ( ) ( )              2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 1 11 2 1 2 3 1 2 3 4 1 2 602 6 12 20 3660 

naاگر قرار دهیم :حل ( n )
n(n )

   


2 2 21 1 21 گاه مجموع بالا همان ، آنS60داریم. است :

n
n(n )( n ) na

n(n )
    


1 2 11 2 1

1 6 6
S a a a ( ( ) ( ))

( )

ــار ب

                  

      

60 1 2 60
60

2 1 1 2 2 1 2 60 1 1 2 1 60 1 16 6 6 6
1 60 61 12 60 60 62 6206 2 6

   


. ي زیر را حل کنیدمعادله): 10(يمسأله
x            1 1987 2 1986 3 1985 1986 2 1987 1 1987 994

naاگر قرار دهیم :حل n( n) 1988 عبارت سمت چپ تساوي همان ،S1987است .
naبا توجه به  n n  : داریم21988

S ( ) ( )                2 2 2 2 2 2
1987 1988 1 1 1988 2 2 1988 1987 1987 1988 1 2 1987 1 2 1987  

( )       1987 1988 1987 1988 39751988 1987 994 1988 13252 6
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Sکه با توجه به آن x  1987 1987 :گیریم، از تساوي بالا نتیجه می994
x x   1988 1325 663

1-1هاي بخش تمرین

).دست آوریدابعاد شکل را خودتان به(دست آورید را با استفاده از شکل زیر بهn2تا 2مجموع اعداد طبیعی زوج متوالی از ) الف-1
. آوریددست این مجموع را با دو روش دیگر نیز به) ب

.دست آوریدبا استفاده از دو شکل زیر، مجموع اعداد طبیعی فرد متوالی را با روشی دیگر به-2

.هاي زیر ارائه کنیدیافتن مجموعروشی جدید براي ها، و در نظر گرفتن مساحتبا استفاده از دو شکل زیر، -3
nS) الف n    1 2 3 

nS) ب ( n )     1 3 5 2 1

. دست آوریدهاي زیر را بهي اول دنبالهجملهnمجموع -4

na) الف n 2 n) ب1
na  1
n) پ3

na  3 2
4

پیمایـد، بـا   ثانیه می1توانیم مسافتی را که متحرك در مدت    در هر حرکت شتابدار با شتاب ثابت، می       -5
.کنیممدل ي حسابی یک دنباله

ه این متحرك در چه زمانی ب. متر را طی کند8ي دوم متر و در ثانیه5ي اول  شروع به حرکت کند، در ثانیه      Aيفرض کنید متحرکی از نقطه    ) الف
رسد؟میBي نقطه

شروع به حرکت کنیم، مـسافت  Vي و سرعت اولیهaیعنی نشان دهید که اگر با شتاب ثابت     . ادعاي فرض مسأله را با قوانین فیزیکی اثبات کنید        ) ب
. دهدمیي حسابی را تشکیل یک دنباله…، 2، 1هاي طی شده در ثانیه

. رقمی با شرایط زیر را بیابیدمجموع اعداد طبیعی سه-6
. داشته باشند3ي مانده، باقی8در تقسیم بر ) ب.باشند5مضرب ) الف

. حاصل مجموع را بیابید. ي هندسی استهاي زیر شامل جملات یک دنبالههریک از مجموع-7

) الف     254 18 6 2 243ب (    2 12 2 1 2 16

.دست آوریدقدرنسبت تصاعد را به. ي اول استجمله6برابر مجموع 17ي اول، جمله12دانیم مجموع ي هندسی میدر یک دنباله-8

1در یک تصاعد هندسی با قدرنسبت -9
4ي اول و جمله3

4372، مجموع جملات ابتدایی آن برابر 3
ي تصاعد جمع شده است؟چند جمله. شده است2187

. دست آوریدي اول دنباله را بهجمله10باشد، مجموع 12ي سوم برابر اگر جمله. ي ششم استبرابر جمله9ي دهم ي هندسی، جملهدر یک دنباله-10

8از داروي 23%ساعت، به طور متوسط هنـوز  8پس از هر . کندي دارویی وارد بدن میگرم مادهمیلی50یک قرص دارویی، در هر بار مصرف        -11
. ساعت قبل در بدن باقی مانده است

مانده است؟ در بدن باقیساعت چقدر دارو80، پس از ماگر فقط یک بار قرص را مصرف کنی) الف
مانده است؟ارو در بدن باقیساعت چقدر د80بار، یک عدد از قرص را مصرف کنیم، پس از ساعت یک8اگر هر ) ب










ــف)(ب) (ال

A Bــتر م 390
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حـسابی کوتـاه   ،تومان موجوديشخصی با یک میلیون. نظر گرفته استسود سالیانه در 10%ي کوتاه مدت    پردهسفرض کنید بانکی براي حساب      -12
چقدر است؟اوسال موجودي حساب 6پس از . کندکند و در ابتداي هر سال، یک میلیون تومان دیگر به حساب واریز میمدت باز می

میلیون تومان از این حساب برداشت شـده     10سال، هر سال مبلغ      20طی  . سالیانه درنظر گرفته است    8%سود   ،بانکی براي یک حساب سپرده    -13
ي این حساب چقدر بوده است؟موجودي اولیه. تا حساب خالی و بسته شده استاست 

ي مـصرف خـارج   از محصولات تولیدي آن شـرکت در آن سـال، از چرخـه   10%کند و هر سال هزار کالا تولید می13یک شرکت تولیدي سالانه   -14
ي مصرف است؟حدوداً چندهزار واحد کالا از این شرکت در چرخه. گذردوع به کار این شرکت میسال از شر20. شوندمی

Ĉداریم   ABCي  الزاویهمثلث قائم  رد-15  30  وAB  را رسـم  BA1ارتفاع وارد بر وتـر  . 2
BAي  الزاویهممثلث قائ  کنیم، سپس در  می C1  ارتفاع وارد بر وتر ،A B1 کنیم و این را رسم می1

. دهیمروند را ادامه می
Bخط طول پاره) الف A10 چقدر است؟10
است؟BCچه کسري از طول BB20خط طول پاره) ب
BB1  ،Bهاي  خطي پاره مجموع طول همه   )پ B1 شود؟ آیا نتیجه بـا دیـد هندسـی شـما           ، چه می  2

سازگار است؟

pهر یک از بسط هاي اعشاري زیر را به شکل یک کسر -16
q

.انددو عدد طبیعی نسبت به هم اولqوpبنویسید که در آن 

a) الف / ... 0 b) ب67676767 / ... 2 123232323

fاگر -17 (x) x x  23 7 fگاه حاصل ، آن2 ( ) f ( ) f ( )  1 2 20دست آوریدرا به .

Sحاصل مجموع -18 ( n )( n )         1 4 3 6 5 8 2 1 2 2دست آوریدرا به .

k)اتحاد  ) الف-19 ) k k   2 21 2 kبا نوشتن این تساوي به ازاي       . را درنظر بگیرید   1  1  ،k  kو   …،  2 n   بهn     تساوي برسـید و

n(n: ها نتیجه بگیریدبا جمع دو طرف آن )
n


   

11 2 2

k)با درنظر گرفتن اتحاد     ) ب ) k k k    3 3 21 3 3 n، مجموع )الف(و با روشی شبیه روش قسمت 1  2 2 21 2 دسـت  را به
. آورید

nمجموع ) پ  3 3 31 2 دست آوریدرا به .

هـا را مـدل   توانید آنهاي هندسی می  کنند که با استفاده از دنباله     از ساختاري استفاده می   ) ي غیر قانونی گلدکوئیست   مانند شبکه (هاي هرمی   شبکه-20
، هر کسی براي ورود به شبکه باید »هرم طلایی«ي فرض کنید در شبکه . کنیمها را بررسی می   اي از این نوع شبکه    در این تمرین حالت ساده    . کنید
اگر یک نفر بتوانـد فـرد دیگـري را بـراي     . کندهزار تومانی از شبکه دریافت می   300اي  این شخص در عوض هدیه    . پول بدهد هزار تومان    500

لیـه  ي فـرد او هاي فرد جدید درآینده نیز زیرشاخهچنین تمام زیرشاخههم. شودي نفر اول محسوب می    ورود به شبکه راضی کند، آن فرد زیرشاخه       
. هستند

ي افـراد شـهر   ي خود بکند و یک شهر یک میلیون نفر جمعیت داشته باشد، طی چه مدتی همهماه بتواند دو نفر را زیرشاخه   2اگر یک نفر در طول      ) الف
شبکه خواهند بود؟عضو 

. را دوباره حل کنید) الف(درصد در ماه زیاد شود، قسمت 2/0اگر جمعیت شهر با نرخ ) ب
توانـد بـه   یک نفر طی چند ماه مـی ) الف(با فرض قسمت . هزار تومان جایزه بگیرد50کند، اي که جذب میید هر فرد به ازاي هر زیرشاخه      فرض کن ) پ

سود برسد؟ 
اه بـه  گ ـاهند کرد و هـیچ تعیین کنید که چنددرصد افراد در این شبکه ضرر خو    ) پ(و  ) الف(هاي قسمت   نفره و فرض   100با درنظر گرفتن یک جمع      ) ت

. ي خود نخواهند رسیدپول اولیه

*

B2B1B CB3

A3
A2

A1
A

2

30

*



ايچهارگزینههاي پرسش

naاُم به صورت nي در یک تصاعد عددي، جمله-1 n 3 ي اول این تصاعد کدام است؟جمله15مجموع . است52

1 (1202 (1053 (904 (135
Sجمع حاصل-2 ...    169 171 173 یک از اعداد زیر است؟ابر کدامبر209

1 (2412 (2403 (2634 (281
....ي از معادلهxمقدار -3 x    1 5 9 کدام است؟231

1 (432 (393 (414 (37
,در تصاعد حسابی -4 x, , ... 27 )87-آزاد(، مجموع جملات منفی کدام است؟ 21

1 (1352 (1503 (754 (270
S: ي حسابی داریمدر یک دنباله-5 a ... a   5 1 5 Sو 60 a ... a   4 1 4 قدرنسبت دنباله کدام است؟. 54

1 (32 (63 (34 (6

...ي جواب معادله-6 x    3 6 9 3 564 کدام است؟8
1 (62 (73 (84 (9

ي اول چقـدر افـزوده خواهـد        جمله 20گاه به مجموع    ، اگر یک واحد به قدرنسبت جملات افزوده شود، آن         aي اول   در یک تصاعد عددي با جمله     -7
)83-سراسري(شد؟ 

1 (1602 (1703 (1804 (190
aي اول از تصاعد حسابی با جملات اگر مجموع هشت جمله-8 p 1 1 aو 2 p 2 شد، قدرنسبت این تصاعد چقدر است؟با60برابر 1

)88-آزاد(
1 (92 (73 (94 (7

nي حسابی ي اول یک دنبالهجملهnمجموع -9
n( n )

S



9 5
قدرنسبت این دنباله کدام است؟. است12

1 (5
42 (5

33 (4
34 (3

2
باشد، کدام است؟2برابر 5ها بر ي آنماندهمجموع اعداد دو رقمی که باقی-10

1 (9812 (9933 (8914 (901

nSي ي حسابی از رابطهي یک دنبالهي اولیه جمله nمجموع  -11 n n 2اگر جملات ایـن دنبالـه را بـا    . آیددست میبهa1 ،a2 نـشان  …و
Aبدهیم، حاصل  a a a ... a    1 3 5 چقدر است؟99

1 (25002 (25503 (49004 (5000
Sحاصل مجموع -12 ...        7 8 17 18 27 28 197 کدام است؟198

1 (45002 (38003 (40004 (4100
کدام است؟n. است1026رابر ي هندسی زیر بي اولیه از دنبالهجملهnمجموع -13

, , , ...6 12 24
1 (82 (9
.شودنمی1026گاه جمع جملات برابر هیچ) 104) 3
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7ي هندسی به ترتیب     اگر جملات اول و پنجم یک دنباله      -14
در دنباله جملات منفـی نیـز       (ي اول آن چقدر است؟      باشند، مجموع شش جمله    189و   3

!)حضور دارند

1 ( 124732 (2548
33 ( 254834 (1247

3
ي پنجم است؟اول چند برابر جملهيجمله. است153ي اول آن و مجموع شش جمله136ي اول در یک تصاعد هندسی، مجموع سه جمله-15

)89-سراسري(

1 (81
162 (93 (84 (16

ي اول کدام است؟مجموع شش جمله. است3ي اول آن و مجموع چهار جمله1در یک تصاعد هندسی، مجموع جملات اول و سوم برابر-16
)88-سراسري(

1 (/13 42 (/11 23 (/12 64 (/10 8

ي هندسی باشد و ي اول یک دنبالهجملهnمجموع nSاگر -17
n

nS  2 1
کدام است؟دنبالهي هفتم این گاه جمله، آن5

1 (127
52 (64

53 (63
54 (128

5
)حاصل -18 x x ... x )( x x ... x )       2 8 2 81 xبه ازاي 1  )82-سراسري(کدام است؟ 2

1 (5072 (5113 (5124 (516

n{aي در دنباله-19 aدانیم می{ 1 nو 2 n n
a a  1

1
2

کدام است؟a7128مقدار . 

1 (5112 (3833 (1264 (382
هاي پانزدهم و هفدهم کدام است؟هاي سیاه در شکلاختلاف تعداد دایره. سازیمها طبق روند زیر میاي از شکلدنباله-20

1 (332 (31
صفر) 354) 3

درصـد از طـول قطـر آن    20کند، واحد، هر بار که به محور برخورد می   1ي  با قطر اولیه  . کندور حرکت می  ها بالاي یک مح   دایرهموجی بر روي نیم   -21
)84-سري سرا(مجموع این دنباله کدام است؟ . ي اعداد حقیقی استهاي متوالی، دنبالهدایرهي محیط این نیماندازه. شودکاسته می

1 (22 (3
3 (324 (52

هـاي اضـلاع   سپس وسـط . تشکیل شودضلعی منتظم جدیدي  کنیم تا شش  را به هم وصل می     aضلعی منتظم به ضلع     هاي اضلاع یک شش   وسط-22
ها کدام است؟ ضلعیهاي این ششحد مجموع محیط. دهیمکنیم و عمل را ادامه میضلعی منتظم جدید را به هم وصل میشش

1 (a( )12 2 22 (a( )12 3 23 (a( )18 3 24 (a( )18 2 2

( )1 ( )2 ( )3 ( )4

...



هاي تشریحیپاسخ

aي اول جمله)2(يگزینه-1  1
3 aي پانزدهم و جمله52   15

3 15 :است، حال داریم52

S (a a ) ( ) ( )          15 1 15
15 15 3 3 15 35 15 5 16 10 1052 2 2 2 2 2

:، بنابراین284برابر است با 167تا 1اعداد فرد از و جمع 2105برابر است با 209تا 1دانیم جمع اعداد فرد از می)3(يگزینه-2
S ( )( )         2 2 2 2105 84 105 84 105 84 21 189 21 9 63

:گیریم، داریممیnتعداد جملات مجموع را . ایممواجه4ي حسابی با قدرنسبت با جملات یک دنباله)3(يگزینه-3
x xx (n ) n n         1 31 1 4 1 4 4

nS
n n

n xS (a a ) ( x) (x )(x ) x            231
1

3 1 3 1 8 231 42 44 412 8
dگیریم، پس میdقدرنسبت تصاعد را )1(يگزینه-4   21 27 d، بنابراین 2  :داریم. گیریممیnaي منفی را حال آخرین جمله. 3

n N
na (n ) n n n            27 3 1 1 9 10 9 

Sپس مجموع  a a ... a   1 2 ): خواهیم که برابر است بارا می9 ( ) )     9 2 27 8 3 1352
:دهیمي حسابی، دستگاهی شامل دو معادله تشکیل میبا توجه به فرمول دنباله)1(يگزینه-5

S

S

S ( a d) a d
d , a

S ( a d) a d





     
   

    


5

4

60
5 1 1

154
4 1 1

5 2 4 2 122 3 184 2 3 2 3 272
:کنیمرا پیدا می4مجموع اعداد در توان )2(يگزینه-6

... x x(x )x(x )
... x ( ... x)   

            3 3 3 113 6 9 3 3 1 2 3 3 4 22
56چون  3 568 x(xگیریم ي دو طرف معادله نتیجه می، از مقایسه2 ) 1 x، پس 56  7.

Sي اول تصاعد اولیه برابر است بـا         جمله 20مجموع  )4(يگزینه-7 (a d) 20
20 د دوم برابـر اسـت بـا        ي تـصاع  جملـه  20و مجمـوع     192

S (a (d ))   20
20 19 :بنابراین. 12

S S (a d a d)         20 20 10 19 19 19 10 19 190
d: قدرنسبت تصاعد برابر است با)2(يگزینه-8 a a p    2 1 :ي اول آن برابر است باجمله8، پس مجموع 2

SS ( a d) ( ( p) ( p)) ( p) p p d                     8 60
8 1

8 2 7 4 2 1 2 7 2 4 12 3 12 3 15 9 2 9 72
Sدانیم می)4(يگزینه-9 a1 aو 1 S S 2 2 :، بنابراین1

a
d a a

a

   
         



1
2 1

2

1 4 1
12 3 11 1 9 3

6 3 6 22 13 1 11
12 3 6
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Sخواهیم مجموع   می)1(يگزینه-10 ...    12 17 22 ایـم کـه اگـر    مواجه5ي حسابی با قدرنسبت با مجموع یک دنباله. را پیدا کنیم  97
:بگیریم، داریمnتعداد جملات آن را 

(n ) n S ( )        1897 12 5 1 18 12 97 9812
Sاولاً چون )4(يگزینه-11 a1 a، پس 1   1 1 1 :توانیم به صورت زیر بنویسیمرا میAثانیاً مجموع . 2

A a (a d) (a d) ... (a d) a (d d ... d)            1 1 1 1 12 4 98 50 2 2 49
A ( a d d ... d) a (a (a d) (a d) ... (a d)) a               1 1 1 1 1 1 12 50 2 49 50 2 2 49 50

S a A ( )       2
50 12 50 2 50 50 50 2 5000

:کنیمتقسیم می10هاي ي حسابی با قدرنسبترا به دو مجموع از جملات دو دنبالهSمجموع )4(يگزینه-12
S ... ( )( )         1

1 197 77 17 27 197 1 7 197 10 2042 10
S ... ( )( )         2

1 198 88 18 28 198 1 8 198 10 2062 10
S: پس مجموع نهایی برابر است با ( )  10 204 206 4100

:داریم،بگیریمnاست، پس اگر تعداد جملات را -2برابر ي هندسیقدرنسبت دنباله)2(يگزینه-13
n

n n
S n n

n
( ) ( )

S ( ) ( ) n
( )

                
 

10261 2 1 210266 513 1 2 2 512 91 2 6 3
aداریم . نامیممی…و a1 ،a2جملات دنباله را )1(يگزینه-14 5 aو 189 1

7
:، بنابراین3

q q ( )
q q q S a

q
                 

 

6 64 4
6 1

1 1 37 7 1247189 27 3 33 1 3 1 3 3


طبق فرمول )4(يگزینه-15
n

n
q

S a
q


1

1
Sهاي و استفاده از فرض1 6 Sو 153 3 :داریم136

a
q

q q
S S S a a q q q q

q q



              
 

1
6 3 6 3 6 3

6 3 3 1 1 1
1 1153 9 9 8 8 9 9 8 9 1136 8 1 8 1




q( q )(q ) q q       13 3 3 1 18 1 1 8 2

a1ي اول، جملهq4ي پنجم یعنی برابر جملهa q4
)پس پاسخ تست . است1 ) 41 .شودبرابر می162

aپس . گیریممیqو قدرنسبت را aي اول را جمله)3(يگزینه-16 aq 2 :و طبق فرض داریم1
a( q )q q q

a a( q ) q q
q q q

              
  

24 2 21 121 1 13 1 3 3 1 3 21 1 1
)aحال طبق فرض  q ) 21 aگیریم ، نتیجه می1  1

:، بنابراین5
q

S a ( ) /
q

        
 

6 6
6

1 1 1 2 1 6364 1 12 61 5 1 2 5 5
aدانیم می)2(يگزینه-17 S S 7 7 :، بنابراین6

( )
a

      
67 6 7 6

7
2 2 12 1 2 1 2 2 64

5 5 5 5 5
:ایممواجهxو در پرانتز دوم با قدرنسبت xي هندسی با قدرنسبت در پرانتز اول با جملات یک دنباله)2(يگزینه-18

( x) ( x )( x )x x( x x ... x )( x x ... x )
x ( x) ( x)( x) x

               
     

9 9 99 182 8 2 8
2

1 1 11 11 1 1 1 1 1 1
xبه ازاي   : باعبارت بالا برابر است 2 



91 2 5111 2



15» ات جبري و معادلات و نامعادلات  عبار«فصل اول 

:گیریمنتیجه می. 6و …، 2، 1دهیم قرار میnي بازگشتی به جاي در رابطه)4(يگزینه-19
a a , a a , a a , ... ,a a       2 1 3 2 4 3 7 6 6

1 1 1 1
2 4 8 2

:آوریمدست میهاي بالا بهبا جمع دو طرف تساوي
( )

a a ... a a


           


6

7 1 7 12 6

111 1 1 1 1 632 12 2 1 64 642 2 1 2
aبا توجه به  1 aگیریم نتیجه می2   7

63 1912 64 a، پس 64 7128 382.
1هاي سوم و چهارم برابر      ، در شکل   1هاي سیاه برابر    ول و دوم تعداد دایره    هاي ا در شکل )1(يگزینه-20 هاي پنجم و شـشم برابـر    ، در شکل  5

 1 5 )ي  هاي شماره یعنی در شکل  . است …و   9 n )2 )و   1 n)2  ي  هاي سیاه از دو شکل قبلی به اندازه       ، تعداد دایره( n )2 اُمـین عـدد     1
تر است، یعنی بـه  هاي پانزدهم و شانزدهم بیشهفدهمین عدد فرد از شکلي هاي سیاه به اندازه  پس در شکل هفدهم، تعداد دایره     . تر است فرد بیش 

ي اندازه  2 17 1 .تا33
aي اول   دایرهمحیط نیم )4(يگزینه-21 1 80ي هندسی با قدرنسبت     ها، یک دنباله  دایرههمچنین محیط نیم  . است 2 4

100 دهند تشکیل می  5

: به این ترتیب حد مجموع جملات دنباله برابر است با). مانددرصد محیط قبلی باقی می80زیرا هر بار (





52
4 21 5

است b2از طرفی برابر ABخط مطابق شکل، پاره. گیریممیaضلعی اول را   و ضلع شش   bضلعی منتظم داخلی را     ضلع شش )2(يگزینه-22
:بنابراین. aهاي به ضلع الاضلاعو از طرفی دو برابر ارتفاع مثلث متساوي

b a b a    3 32 2 2 2
3و قدرنسبت ) ضلعی اولمحیط شش(a6ي اول ي هندسی با جملهبالهبه این ترتیب با یک دن   

ایم که حد مجموع مواجه2

a: آن برابر است با a( ) 


6 12 2 3
31 2

A

B
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