
مثلثات

فصل سوم

یایروآد

واحدهاد ا	دازه گیرد زاویی

درجتک اگر یک دایره به 360 زاویه  ی مرکزی )زاویه ای که رأس��ش در مرکز دایره باش��د( تقسیم شود، اندازه ي هر یک از این زاویه ها 
1 درجه خواهد بود.

رادیانک اندازه ي زاویه ای است که طول کمان روبه روی آن برابر شعاع دایره باشد.
 D R=

π180
اگر D و R به ترتیب زوایایی بر حسب درجه و رادیان باشند، بین آن ها رابطه ي روبه رو برقرار است: 

تعریف 	سبت هاد مثلثاتی با توجی بی مثلث قائم الزاویی

α را درنظر می گیریم. نسبت های مثلثاتی به صورت زیر تعریف می شوند: ، زاویه ي حاده ي  Â( )= 090  ،ABC در مثلث قائم الزاویه ی 
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با توجه به تعاریف فوق، می توان اتحادهای مقدماتی را بین نسبت های مثلثاتی، به دست آورد.

اتحایهاد مقدماتی مثلثات
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یایره د مثلثاتی
)O و ش��عاع واحد که ج ت مثبت آن، خلاف  ) دایره ای اس��ت به مرکز مبدأ مختوات 
ج ت حرکت عقربه های س��اعت باش��د. اگر از نقطه ی A در دای��ره ی مثلثاتی مقابا، در 
خ��لاف ج ت عقربه های س��اعت حرکت کنیم، کمان و زاویه ه��ای مثبت و اگر در ج ت 
عقربه های س��اعت حرک��ت کنیم، کمان و زاویه های منفی حاصا می ش��ود. هر دور کاما 
π2 رادیان می باشد. پس می توان نتیجه گرفت که هر نیم دور معادل  معادل 360 درجه یا 

π رادیان است. 
2
π رادیان و هر ربع دور برابر 90 درجه یا  180 درجه یا 
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به عنوان مثال انت ای کمان چند زاویه ی م م در زیر مشخص شده است: 

                                

 	سبت هاد مثلثاتی یآ یایره د مثلثاتی

توویر هر زاویه روی محور yها، سینوس و توویر هر زاویه روی محور xها، کسینوس آن 
زاویه را مشخص می کند. مطابق دایره ی رو به رو می توان نوشت: 

y y

x x

sin

cos

α= =

α= =
1

1
محور افقی را محور کسینوس ها و محور عمودی را محور سینوس ها می گوییم.

α برابر است با:  در دایره ی مثلثاتی مقابا، تانژانت زاویه ی 
AB AB AB
OA

tan α= = =
1

برای به دست آوردن مقدار تانژانت یک زاویه کافی است ضلع زاویه را امتداد دهیم تا محور 
تانژانت ها را قطع کند )محور عمودی مماس در کنار دایره را محور تانژانت ها می نامیم(.

α برابر است با:  در دایره ی مثلثاتی مقابا، کتانژانت زاویه ی 
AC AC AC
OA

cotα= = =
1

ب��رای یافت��ن مقدار کتانژانت یک زاویه کافی اس��ت ضلع زاویه را امت��داد دهیم تا محور 
کتانژانت ها را قطع کند )محور افقی مماس در باحی دایره را محور کتانژانت ها می نامیم(.
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علامت 	سبت هاد مثلثاتی یآ چهاآ 	احیی د مثلثاتی

با توجه به دایره ي مثلثاتی، علامت نسبت های مثلثاتی در جدول زیر خلاصه شده است:

   ناحیهاولدومسومچ ارم
           نسبت مثلثاتی
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	سبت هاد مثلثاتی زاویی هاد قرینی، متمم و مکمل

الر( نسبت های مثلثاتی زاویه های قرینه:
sin( ) sin−α =− α  tan( ) tan−α =− α  cos( ) cos−α = α  cot( ) cot−α =− α  

مطابق دایره ی مثلثاتی داریم: 
OA

OB
¢MI�¶

® {§

sin
sin sin

sin( )

α= → α=− α −α =

OAcos cos( )α= −α =

و به همین ترتیب در مورد تانژانت و کتانژانت می توانیم این بررسی را انجام دهیم.
ب( نسبت های مثلثاتی زاویه های متمم:

، س��ینوس یکی با کس��ینوس دیگری برابر اس��ت و برعکس. همچنین تانژانت یکی با کتانژانت  πα+β=
2
اگر دو زاویه متمم باش��ند، 

دیگری برابر است و برعکس. یعنی داریم:

 

cos sin

sin cos

tan cot

cot tan

α= β
 α= βπα+β= ⇒ α= β
 α= β

2

به بیان دیگر:

sin( ) cosπ−α = α
2
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پ( نسبت های مثلثاتی زاویه های مکما:
اگر دو زاویه ، مکما یک دیگر باشند، داریم:

 

sin sin sin( ) sin

cos cos cos( ) cos

tan tan tan( ) tan

cot cot cot( ) cot

α= β π−α = α 
 α=− β π−α =− α α+β=π⇒ ⇒ α=− β π−α =− α 
 α=− β π−α =− α 

k( )π±α 	سبت هاد مثلثاتی 

با توجه به دایره ي مثلثاتی داریم:

tan( ) tanπ+α = αsin( ) sinπ+α =− α

cot( ) cotπ+α = αcos( ) cosπ+α =− α

tan( ) tanπ+α = α2sin( ) sinπ+α = α2
cot( ) cotπ+α = α2cos( ) cosπ+α = α2

 α kπ+α در صورتی که k فرد باشد به ترتیب با قرینه ي سینوس و قرینه ی کسینوس زاویه ي  پس س��ینوس و کس��ینوس زاویه ي 
α برابر است. همچنین تانژانت و کتانژانت زاویه ي  برابر است و در صورتی که k زوج باشد به ترتیب با سینوس و کسینوس زاویه ي 

α برابر است. k( kπ+α دلخواه( به ترتیب با تانژانت و کتانژانت زاویه ي 

 م:ـاـکن
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k( ) π+ ±α2 1
2

تعیین 	سبت هاد مثلثاتی 

، ابتدا ناحی��ه ي موردنظر را انتخاب کرده و علامت نس��بت مثلثاتی در آن ناحیه را  k( ) π+ ±α2 1
2

ب��رای تعیین نس��بت های مثلثاتی 

می نویس��یم. س��پس با تبدیا سینوس به کس��ینوس )و بالعکس( و تبدیا تانژانت به کتانژانت )و بالعکس( جواب را محاسبه می کنیم 
)k عددی فرد است(.  )+2 1 )توجه کنید که 

tan( ) cotπ+α =− α
2

sin( ) cosπ+α = α
2

cot( ) tanπ+α =− α
2

cos( ) sinπ+α =− α
2

tan( ) cotπ−α = α3
2

sin( ) cosπ−α =− α3
2

cot( ) tanπ−α = α3
2

cos( ) sinπ−α =− α3
2

tan( ) cotπ+α =− α3
2

sin( ) cosπ+α =− α3
2

cot( ) tanπ+α =− α3
2

cos( ) sinπ+α = α3
2

توابع مثلثاتی
f x x( ) sin= الر(ن	ابعن

] می توان رسم کرد: , ]π0 2 f را در بازه ی  x x( ) sin= با توجه به جدول مقادیر زیر، نمودار 

x

x

t¼¹Ãw RHoÃÃ™U

sin

π π π π π π π ππ π

−− −

5 4 3 50 2
6 4 3 2 6 3 2 3
1 12 3 3 30 1 0 1 0
2 22 2 2 2
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π2 عیناً تکرار می ش��ود،  π2 اس��ت، پس نمودار آن در بازه ها ی با طول  f تابعی متناوب با دوره ی تناوب  x x( ) sin= می دانیم تابع 
 به صورت زیر رسم کرد: پس می توان نمودار فوق را روی 

ویژگی هاد تابع سینوس
: f x x( ) sin= با توجه به نمودار و دیگر ویژگی های نسبت مثلثاتی سینوس می توان گفت که تابع 

1- تابعی فرد است.
2- تابعی متناوب بوده، پس یک به یک نمی باشد.

] است. , ]−1 1  و برد  3- دارای دامنه ی 
f x x( ) cos= ب(ن	ابعن

] می توان رسم کرد: , ]π0 2 f را در بازه ی  x x( ) cos= با توجه به جدول مقادیر زیر، نمودار 

 

x

x

t¼¹Ãv¨ RHoÃÃ™U

cos

π π π π π π π π ππ π

− − −−

2 5 4 3 50 2
6 4 3 2 3 6 3 2 3

1 1 1 13 2 31 0 1 0 1
2 2 2 22 2 2

          

π2 عیناً تکرار می شود، پس می توان  π2 است، پس نمودار آن در بازه های با طول  f تابعی متناوب با دوره ی تناوب  x x( ) cos= تابع 
 به صورت زیر رسم کرد: نمودار آن را روی 

ویژگی هاد تابع کسینوس
 : f x x( ) cos= با توجه به نمودار و دیگر ویژگی های کسینوس می توان گفت که تابع 

1- تابعی زوج است.
2- تابعی متناوب بوده، پس یک به یک نمی باشد.

] است. , ]−1 1  و برد  3- دارای دامنه ی 

f x x( ) tan= پ(ن	ابعن

) می توان رسم کرد: , )π π−
2 2

f را در بازه ی  x x( ) tan= با توجه به جدول مقادیر زیر، نمودار تابع 

 

x

x

SºHsºIU RHoÃÃ™U

tan −

π π π π π π π π− − − −

− − −∞ +∞

0
2 3 4 6 6 4 3 2

3 33 1 0 1 3
3 3
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π است، زیرا: f نیز تابعی متناوب با دوره ی تناوب  x x( ) tan= تابع 

 x xx x
x x

sin( ) sintan( ) tan
cos( ) cos

+π −+π = = =
+π −

 به صورت روبه رو رسم کرد: پس می توان نمودار آن را روی 

ویژگی هاد تابع تا	ژا	ت
ک f x x( ) tan= 	ابعن
1- تابعی فرد است.

2- تابعی متناوب بوده، پس یک به یک نمی باشد.
 می باشد.  x و برد آن  k k{ , }π− = π+ ∈

2
  3- دامنه ي آن برابر 

) اکیداً صعودی می باشد. , )π π−
2 2

4- در بازه ی 

f x x( ) cot= ت(ن	ابعن
)می توان رسم کرد: , )π0 f را در بازه ی  x x( ) cot= با توجه به جدول مقادیر زیر، نمودار 

x

x

SºHsºIT¨ RHoÃÃ™U

cot +∞

π π π π π π π

−− −∞

2 50
6 4 3 2 3 6

3 33 1 0 3
3 3

    

π است، زیرا: f تابعی متناوب با دوره ی تناوب  x x( ) cot= تابع 

 x xx x
x x

cos( ) coscot( ) cot
sin( ) sin

+π −+π = = =
+π −

 به صورت زیر رسم کرد: پس می توان نمودار آن را روی 

ویژگی هاد تابع کتا	ژا	ت

ک f x x( ) cot= 	ابعن
1- تابعی فرد است. 

2- تابعی متناوب بوده، پس یک به یک نمی باشد.
 می باشد.  x و برد آن  k k{ , }− = π ∈  3- دامنه ي آن 

) اکیداً نزولی است. , )π0 4- تابع در بازه ی 
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ن ــکندورندرنجهتنم:بتنمسهلتن ــتنهفن2ند هقتنی ــتن طفن20نمهفنداریمنر ــدنچفخنونفل:ینب ــفضنرنه ف
ــد.نرابهننخاصینازنچفخنونفلکنران ــنن	قطتنينچفخنونفلکن7نمهفنبالاینزمهننباش ــدنون	ایهنن	فی مینچفخ

نبانزمهنن17نمهفنفاصلتنداردنونرونبتنبالانحفرتنمینرند. t =0 در	ظفنبگهفیدنرتندرنلحظتنين
الر(ن	اب:ینرتنار	فاعنرابهنن)بفنحسبنمهف(نران	سبتنبتنزمانن)بفنحسبنثا	هت(ن	شاننمیندهد،نبنویسهد.

ن	شانندههم،ناینن x t( ) نرانبان A ،نفاصلتنينسایتنینایننرابهننروینزمهنن	ان	قطتنين t ب(ناگفندرنلحظتنين

)کتاب یآسی صفحی ي 104( 	ابعنرانبتندستنآورید.نن

ن α را به راهنحهک ــر( چ��ون چرخ و فلک ه��ر دو دقیقه )120 ثانیه( یک دور می چرخ��د، می توان  ال
صورت زیر محاسبه کرد:

 t
t

π π= ⇒α=
α

120 2
60

و برای این که فاصله ي کابین تا زمین را به دست آوریم، می توان نوشت:

 BH ty BH y y
sin

sin sin( )
= α π= + → = + α⇒ = +
10

17 17 10 17 10
60

OH. پس داریم: cos= α10 CH و  OC OH= −  ، x t CH( )= ب( با توجه به شکا 

 tx t OC OH( ) cos ( cos( ))π= − = − α= −10 10 101
60

ن میندا	همنرتن	غههفاتنطوـنروزندرنهفنساـ،نمشابتنساـن بهن	:فارنمینشود.ناگفنازناوـنففوردیننطوـنهفنروزنرانیادداشتنرنهم،نمسهلتن
ــهاننبفسهمنون ــهاننطوـنروزهانراهشنمینیابندن	انبتناوـنزمس ــهند.نب:دنازناولهننروزن	ابس ــهانندرنحاـنافزایشنهس ایننمقدارهان	اناوـن	ابس

مجددانًب:دنازنروزناوـنزمسهاننطوـنروزهانافزایشنمینیابند.نبان	وجتنبتناینناطلاعات،نجدولینمطابقنزیفن	ههتنشدهناستک
روزاول فروردین…اول تیر…اول دی…
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15/5


طول روز )ساعت(12/25

بان	وجتنبتنایننرتنایننیکنحفرتن	ناوبیناست،نمین	وا	همنبانیکن	ابعنم:ل:ا	ینطوـنروزهانرانبهانن
رنهم.نبان	وجتنبتناطلاعاتنجدوـنفوق،ن	مودارینبفاینایننمسهلتنبتنصورتنمقابهنرسمنشدهناستک

ــین	زدیکنبودهنونمین	واننبفاینآننضابطتناینبتنصورتن ــمنشدهنبتن	مودارن	ابعنسهنوس 	مودارنرس
ندر	ظفنگففت.نبانیافهننBن،نAنونCنضابطتنين	مودارنران	:ههننرنهد.ن L t A Bt C( ) sin( )= +

)کتاب یآسی صفحی ي 105( ن ن
ن t مطابق با اول فروردین بوده و راهنحهک =0 ،L( ) C=0 L و  A B C( ) sin ( )= +0 0 در رابطه ي باح، t را مساوی با صفر قرار می دهیم، 

L زمانی رخ می دهد  t( ) C. از آن جایی که بیش ترین مقدار تابع  /=12 طول روز در اول فروردین 12/25 بوده است، پس 25
 A C /+ =15 L و بیش ترین طول روز مطابق جدول فوق 15/5 می باشد، پس 5 t A Cmax ( ) ( )= +1 )Btsin پس  که 1=(
L و طبق جدول فوق  t A Cmin ( ) ( )= − +1 . پس  Btsin( L زمانی رخ می دهد که 1−=( t( ) و همچنین کم ترین مقدار تابع 

 نتیجه می گیریم:
A C

A C
/+ =

 − + =

15 5
9

. با حا دستگاه  A C− + کم ترین طول روز 9 ساعت است و خواهیم داشت 9=

 

   

A C C´Äj¼M ½jn»A Swj¾M Áo«Äj x»n pH Hn  Ó °L¤)(

max min max min

/ /
/ , /

− +
= = = =
15 5 9 15 5 9

3 25 12 25
2 2

T، پس: =365 T می باشد و از آن جایی که 
B
π=2 می دانیم دوره ی تناوب تابع فوق 

 B
B

/ /π π ×= ⇒ = =2 2 2 3 14365 0 02
365 365
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ن نرانبتندستنآورید.مسهلتن x xcot tan( )π= −
2

الر(نبان	وجتنبتندایفهنينم:ل:ا	ینونمحورنرها	ژا	تنهاندرسهین	ساوین

)کتاب یآسی صفحی ي 109( نرانبفرسینرنهد.ن x xcot tan( )π= −
2

ب(نباناسهفادهنازنرسمن	مودار،ندرسهین	ساوین

ن الر( با توجه به دایره ي مثلثاتی می توانیم بنویسیم:راهنحهک

 A B x
OA x

A B OA x xOAB OA B
AB OA AB

cos

sin
cos sin

∆ ∆ ′ ′=

′=
′ ′ ′′ ′⇒ = → =

1


 xAB x
x

cos cot
sin

⇒ = =

OAB داریم: A و در مثلث  OB xˆ π′ ′ = −
2

از طرفی 

 


AB xABx x x
OA

cot
tan( ) tan( ) cot

=π π− = → − =

1
2 2

ها قرینه می کنیم و  y ) را نس��بت به محور  , )π π−
2 2

xtan در بازه ي  ، ابتدا نمودار  xtan( )π−
2

ب( برای رس��م نمودار 

 xcot )xtan همان نمودار  )π−
2

π به سمت راست منتقا می کنیم، مشخص است که نمودار 
2
سپس آن را به اندازه ی 

) می باشد.  , )π0 در بازه ي 

 

   

→     

   

→

ن نمسهلتن f x a b x c( ) sin ( )= + ــتن	ابعن ــودارنمقابهنرتنمه:لقنب ــتنبتن	م بان	وج

نران	:ههننرنهد.ن c نون b ن،ن a مینباشد،نمقادیفنم:بتن

ن −π راهنحهک 2
3

. نمودار سینوسی را از  a =2 با توجه به max و min تابع مش��خص می ش��ود که 

π2 درنظر می گیریم.
3

تا 

T است، پس داریم:
b
π=2 T، می دانیم دوره ي تناوب تابع سینوسی  ( )π π= − −2 2

3 3
پس 

 b
b
π π= ⇒ =2 4 3

3 2

π2 به چپ منتقا شده است، پس 
3

و از آن جایی که نمودار فوق، نمودار سینوسی بوده که 

f است.  x x( ) sin ( )π= +3 22
2 3

c و معادله ي تابع به صورت  π=+ 2
3
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ن1 درنمسائهن1ن	ان5نزیف،نضابطتنهاین	واب:ینمشخصنشدهناست.نهفنیکنازنضابطتنهانرانبتنی:ینازن	مودارهاین)الر(ن	ان)ث(ن	سبتندههد.-

y xcos( )=− 12
2

2(ن ن yن xsin( )π=2
2

1(ن

ن y xsin( )=−3 2 4(ن ن yن xcos( )= 12
2

3(ن

ن y xsin=3 2 5(ن

ن
ب(

ن
الر(ن

ت(ن ن پ(نن

ث(ن

ن2 نرانبانرسمن	مودارهاینآننهان	شانندههد.- x xsin cos( )π= −
2

درسهینرابطتنين

ن3 نرانبفرسینرنهد.ن- x xcos( ) cos−π =− بتنرمکنرسم،ن	ساوین

ن4 ن- f x a b x c( ) cos ( )= + بتنصورتن داراینضابطتناین زیفن 	مودارن اگفن
باشد،نaن,bنونcنران	:ههننرنهد.

ن5 مطلوبستنرسمن	مودارن	وابعنزیفک-

ن y xcot( )= 1
4

ت(ن yن xtan( )π=
2

پ(ن yن xcot=4 ب(ن yن xtan=3 الر(ن

ن6 نران	شانندههد.- x xtan cot( )π=− +
2

بانرسمن	مودار،ندرسهینرابطتنين

تمرین های تکمیلی



5( پن1	اسسن 4( ت   3( ب  2( الف  1( ث 

π به سمت راست منتقا می کنیم. نمودار به دست آمده ن2	اسسن
2
xy را رسم کرده و سپس به اندازه ی  cos= ابتدا نمودار 

y می باشد: xsin= نمودار 

π به سمت راست منتقا می کنیم:ن3	اسسن xcos را به اندازه ی  نمودار 

. نمودار کسینوسی را از ن4	اسسن a =2 با توجه به max و min تابع می توان نتیجه گرفت 
π درنظر می گیریم:  −π تا 

3

 T T b
b b

( ) ,π π π π π=π− − = = ⇒ = ⇒ =4 2 2 4 3
3 3 3 2

داریم: 

−π به چپ منتقا ش��ده است، پس 
3
xcos به اندازه ي  نمودار این گونه نش��ان می دهد که نمودار 

f می باشد. x x( ) cos ( )π= +32
2 3

c و ضابطه ي تابع به صورت  ( )π π=− − =
3 3

y را با ضریب 3 به صورت عمودی می کشیم:ن5	اسسن xtan= الر(ننمودار 

y را با ضریب 4 به صورت عمودی می کشیم:  xcot= ب( نمودار 

پاسخ تمرین هاد تکمیلی
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= به صورت افقی فشرده می کنیم:
π π
1 2

2

y را با ضریب  xtan= پ( نمودار 

1= به صورت افقی منبسط می کنیم: 4
1
4

y را با ضریب  xcot= ت( نمودار 

π به چپ انتقال می دهیم:ن6	اسسن
2
xcot را نسبت به محور xها قرینه کرده و سپس  نمودار 

 

cos نا	اسسن cos( ) cos cos sin sin ( )= + = − =− × − × =− +0 0 0 0 0 0 0 1 2 3 2 1165 120 45 120 45 120 45 2 6
2 2 2 2 4

  

ن8	اسسن

 
tan tan ( ) ( )

tan tan( ) tan( )
tan tan

π π+ + +π π π π π + + + += + = + = = × = = = =− −
π π − − −− +−

21 3 2 2 37 4 3 3 1 1 3 1 3 2 33 4 2 3
12 12 12 3 4 1 3 2 21 3 1 31

3 4
)sin برابر است و داریم:ن9	اسسن )α+β sin می شویم که با  cos sin cosα β+ β α الر( با کمی دقت متوجه عبارت 

 sin( ) sin+ = =0 0 0 120 10 30
2

)cos برابر است و داریم: )α+β cos را مشاهده می کنیم که با  cos sin sinα β− α β ب( با کمی دقت عبارت 
 cos( ) cos+ = =0 0 070 20 90 0 
 cos( ) cos cosπ π π+ = = π=−7 5 12 1

12 12 12
)cos می باشد و می توان نوشت:  )α+β پ( مانند قسمت )ب( این رابطه فرمول 

 sin( ) sin sinπ π π π+ = = =5 6 3
18 18 18 3 2

)sin بوده و داریم:   )α+β ت( مانند قسمت )الف( این رابطه فرمول 

)tan می باشد و می توان نوشت:  )α+β )tan و کسر دوم، فرمول  )α−β ث( کسر اول، فرمول 

 tan( ) tan( ) tan tan ( )− × + = × = =0 0 0 0 0 0 3 340 10 20 25 30 45 1
3 3

، پس می توان نوشت: ن10	اسسن sintan
cos

=
00
0

1010
10

می دانیم 

sin sin cos sin cossin tan cos sin cos
cos cos

sin( ) sin tan
cos cos

−− = − =

−
= = =

0 0 0 0 00 0 0 0 0
0 0

0 0 0 0
0 0

10 20 10 10 2020 10 20 20 20
10 10

20 10 10 10
10 10
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