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بخش سوم: مشتق ضمنی و مشتق توابع نمایی

فصل یازدهم: مشتق

مشتق ضمني
 x y xy+ =3 3 y ، گوييم y تابعي صريح برحسب x است. اما گاهي رابطه‌اي مانند  x x= +2 اگر در تابعي y برحسب x بيان شده باشد،‌ مانند 
داريم كه در آن y برحس��ب x به صورت ضمني بيان مي‌ش��ود. در اين رابطه‌ها y ممكن اس��ت تابعي از x باشد يا نباشد. ولي به هرحال مي‌توان 
مش��تق y برحسب x را محاسبه كرد كه به آن مش��تق‌گيري ضمني مي‌گوييم. مشتق‌گيري ضمني فرقي با مشتق‌گيري معمولي ندارد. فقط فرض 

ميك‌نيم y تابعي مشتق‌پذير برحسب x است و از طرفين رابطه‌ي داده شده،‌ نسبت به ‌x مشتق مي‌گيريم. 

مثـ x داريم:	:لا y xy+ =3 3  در رابطه‌ي 

 y xx y y y xy y x y y x y
y x

( )
−′ ′ ′ ′+ = + ⇒ − = − ⇒ =
−

2
2 2 2 2

2
33 3 3 3

3
 

)  كدام اتس؟ ستت تست , )−1 1 ′y در نقطه‌ي  x مقدار  xy y− + + =2 25 2 6 0 در رابطه‌ي 

 − 1
4

 )4 	 1
4

 )3 	 − 1
3

 )2 	 1
3

 )1

x 	:خسپا y xyy y( )′ ′− + + =22 5 2 2 0 از طرفين نسبت به متغير x مشتق‌ مي‌گيريم:� 

 y y y( )′ ′ ′− − + = ⇒ = 12 5 1 2 2 0
4

x و y=−1 را در رابطه قرار مي‌دهيم:�  حال مقدار 1=

بنابراین گزینه‌ی )3( درست است.

x مماس بر منحنی، موازی نیم��ساز ربع دوم و چهارم ات��س. این نقاط روی کدام ستت تست y xy+ + =2 2 3 در نقاط A و B روی منحنی 
خط قرار دارند؟

 y x= +1 )4 	 y x=−2  )3 	 y x=2  )2 	 y x=  )1
پا y است، یعنی مقدار مشتق برابر 1− است. پس می‌توان نوشت:	:خس x( )=− خط مماس بر منحنی موازی نیمساز ربع دوم و چهارم 

 yx yy y xy x y y x x y′=−′ ′+ + + = → − + − = ⇒ =12 2 0 2 2 0  
y قرار دارند.  x= بنابراین در نقاط A و B طول و عرض یکسان است و این نقاط روی خط 

بنابراین گزینه‌ی )1( درست است.

x موازی محور طول‌هاتس؟ستت تست y xy+ − =3 3 3 3 در چند نقطه خط مماس بر منحنی 
3 )4 	2 )3 	1 )2 1( صفر	

خط مماس موازی محور طول‌هاست، پس مقدار مشتق برابر صفر است:	:خسپا
 yx y y y xy x y y y xy x y y x( ) ′=′ ′ ′ ′+ − + = ⇒ + − − = → + − − = ⇒ =02 2 2 2 2 23 3 3 0 0 0 0 0  

y و با جایگذاری در معادله‌ی منحنی داریم: x= 2 بنابراین در نقاطی که مشتق صفر است داریم 

 
x x

x x x x x x x
x x

( )( )
 =− ⇒ =−+ − = ⇒ − − = ⇒ + − = ⇒

= ⇒ =

3
3 6 3 6 3 3 3

33
1 1

3 3 2 3 0 1 3 0
3 3

 

پس در 2 نقطه، خط مماس بر منحنی، موازی محور طول‌هاست.
بنابراین گزینه‌ی )3( درست است.
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روش سریع برای محاسبه‌ی مشتق ضمنی
F رابطه‌ای باشد که در آن تابع y به طور ضمنی برحسب x بیان شده باشد، مشتق y نسبت به x را می‌توان از رابطه‌ی زیر به دست آورد: x y( , اگر 0=(

 x

y

F
y

F

′
′ = −

′
 

′yF مشتق F است وقتی که y را متغیر مستقل  ′xF مشتق F است وقتی که x را متغیر مستقل و y را عدد ثابت فرض کنیم و  که در این رابطه 

و x را عدد ثابت فرض کنیم.

مثـ x داریم:	:لا y xy+ = +3 3 3   در رابطه‌ی 

 F x y x y xy( , )= + − −3 3 3  

 x

y

F x y x yy
F y x y x

 ′ = + − − − ′⇒ =−
′ = + − − −

2 2

2 2
3 0 0 3
0 3 0 3

 

) چقدر اتس؟ستت تست , )π 1
2

′y در نقطه‌ی  xy مقدار  xy ysin( ) cos( )− = در رابطه‌ی 

 
−π
2

2
 )4 	 

−π
1

2
 )3 	 

π−
1

2
 )2 	 

π−
2

2
 )1

x داریم: 	:خسپا

y

F
y

F
( )

′−
′ =

′
با استفاده از فرمول مربوط به محاسبه‌ی مشتق ضمنی 

 F x y xy xy y( , ) sin( ) cos( )= − − =0 

 y xy y xyy y
x xy x xy

cos( ) sin( )
( , )

cos( ) sin( )

+ π +′ ′= − ⇒ =− =
+ − π −π+ −

0 1 21
1 2 20 1

2

 

بنابراین گزینه‌ی )4( درست است.

مشتق مراتب بالاتر 
f نشان مي‌دهيم،‌ به شكل زير تعريف مي‌شود:  x( )′′ مشتقِ مشتق تابع را مشتق دوم آن مي‌ناميم. اگر ‌f تابعي مشتق‌پذير باشد،‌ مشتق دوم f كه آن را با 

 
h

f x h f xf x f x
h

( ) ( )
( ) ( ( )) lim

→

′ ′+ −′′ ′ ′= =
0

 

nf نشان می‌دهیم. x( )( ) به همين ترتيب مي‌توان مشتق سوم و چهارم و… و n ام تابع ‌f را تعريف كرد. مشتق n ام تابع را با نماد 

مثـ f داريم:	:لا x x( )= 4  براي تابع 

 f x x f x x f x x f x f x( ) ( ) ( )( ) , ( ) , ( ) , ( ) , ( )′ ′′= = = = =3 2 3 4 54 12 24 24 0  

y كدام اتس؟ستت تست
y
′′ y ، حاصل  x xsin cos= +2 2 اگر 

 −1 )4 	1 )3 	4 )2 	 −4  )1
مشتق دوم تابع را محاسبه ميك‌نيم:	:خسپا

 y x x y x xcos sin sin cos′ ′′= − ⇒ =− −2 2 2 2 4 2 4 2  
بنابراين داريم:

 x xy
y x x

(sin cos )

sin cos

′′ − +
= =−

+
4 2 2 4

2 2
 

بنابراین گزینه‌ی )1( درست است.
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g كدام اتس؟ ستت تست ( )′′ 4 ،‌ حاصل  f f( ) ( )′ ′′= =2 2 4 g و  x f x( ) ( )= اگر 

 7
8

 )4 	 3
8

 )3 	 5
8

 )2 	 1
8

 )1

مشتق دوم g را محاسبه می‌کنیم:	:خسپا

 g x f x g x f x f x
x x x x x

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ′ ′ ′′ ′ ′′= ⇒ = − + × 
 

1 1 1 1 1
22 2

 

x داریم: =4 با جایگذاری 

 g f f( ) ( ) ( ) ( ) ′′ ′ ′′= − + = − + = 
 

1 1 1 1 1 34 2 2 1
2 16 4 2 4 8

 

بنابراین گزینه‌ی )3( درست است.

x كدام اتس؟ستت تست =0 f در  x x x( ) | |= مشتق دوم تابع 
4( وجود ندارد 3( صفر	 	 −2  )2 	2 )1

تابع را به صورت دو ضابطه‌اي مي‌نويسيم و مشتق مي‌گيريم:	:خسپا

 
x x x x x

f x f x f x
x x xx x

( ) ( ) ( )
 ≥ ≥ >   ′ ′′= ⇒ = ⇒ =  − ≤ − <− ≤    

2

2
0 2 0 2 0

2 0 2 00
 

2− است.  x وجود ندارد. زيرا مشتق دوم راست تابع برابر 2 و مشتق دوم چپ آن برابر  مشتق دوم تابع در 0=
بنابراین گزینه‌ی )4( درست است.

مشتق توابع نمایی و لگاریتمی 
به کمک تعریف مشتق می‌توان مشتق توابع نمایی و لگاریتمی را به دست آورد که به صورت زیر هستند:

 
x xy e y e

y x y x
x

ln ( )

′= ⇒ =

′= ⇒ = >1 0
 

البته واضح است که اگر u تابعی از x باشد، می‌توان روابط زیر را نوشت:

 
u uy e y u e

uy u y u
u

ln ( )

′ ′= ⇒ =
′′= ⇒ = >0

 

مثـ xy است. 	:لا
x

′ =
+

1
2

1
y به صورت  xln( )= +1 xy و مشتق تابع  e′ = 22 xy به صورت  e= 2  مشتق تابع 

a چقدر اتس؟ستت تست b+ ، مقدار 
y

a bx
y

′′
= + 2 xy و  e=

2
اگر 

8 )4 	6 )3 	5 )2 	2 )1
دوبار از تابع مشتق مي‌گيريم:	:خسپا

 x x x x xy e y xe y e x e e x( )′ ′′= ⇒ = ⇒ = + = +
2 2 2 2 22 22 2 4 2 4  

بنابراين داريم:

 
x

x

e xy x a bx a b a b
y e

( )
,

′′ +
= = + = + ⇒ = = ⇒ + =

2

2

2
2 22 4 2 4 2 4 6  

بنابراین گزینه‌ی )3( درست است.
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x كدام اتس؟ستت تست e= y مقدار مشتق به ازاي  x xln= در تابع 
 e+1  )4 	2 )3 	1 )2 1( صفر	

مشتق تابع را محاسبه می‌کنیم:	:خسپا
 y x x y x x x

x
ln ln ( ) ln′= ⇒ = + = +1 1  

x داريم: e= با جايگذاري 
 y e e( ) ln′ = + = + =1 1 1 2 

بنابراین گزینه‌ی )3( درست است.

x کدام اتس؟ستست تست =1 x در نقطه‌ی  xf x ln
x x

( ) ( )+ +=
− +

2 3
2

1
1

مقدار مشتق تابع 

4( صفر 	3 )3 	2 )2 	1 )1
ابتدا ضابطه‌ی تابع را ساده می‌کنیم:	:خسپا

 x xf x ln ln x x ln x x
x x

( ) ( ) ( ( ) ( ))+ += = + + − − +
− +

2 2 2
2

13 3 1 1
1

 

حال از تابع مشتق می‌گیریم:
 x xf x f

x x x x
( ) ( ) ( ) ( )+ −′ ′= − ⇒ = − =

+ + − +2 2
2 1 2 1 3 13 1 3 0

3 11 1
 

بنابراین گزینه‌ی )4( درست است.

نکت xy از یکی از دو روش زیر می‌توان استفاده کرد:ه:	ــ a= برای محاسبه‌ی مشتق 
x a x a x xy a e y a e y a a(ln ) (ln )(ln ) (ln )′ ′= = ⇒ = ⇒ = روش اول:�

روش دوم:

 y x ax x xyy a y a x a a y y a y a a
y´ÄoÃ¬Â# ¶#¢Tz¶#›oŠ#»j#pH

ln lnln ln ln ln ln (ln )= ′ ′ ′= ⇒ = = → = ⇒ = ⇒ =  

ay را نیز می‌توان به کمک خواص لگاریتم به صورت زیر محاسبه کرد:  xlog= مشتق تابع 

 e
a

e

x
y x x y

a a a x
log

log ln
log ln ln

′= = = × ⇒ = ×1 1 1  

y است. زيرا داريم:
x

′ = 1 y نيز به صورت  xln| |= مشتق تابع 

 
x y x y

x
x y x y

x x

ln

ln( )

′> ⇒ = ⇒ =

−′< ⇒ = − ⇒ = =
−

10

1 10
 

x كدام اتس؟ستتس تست =π xf در  x sin( )=2 مقدار مشتق تابع 
 ln− 2  )4 	 ln 2  )3 	1 )2 	 −1 )1

xy لگاريتم طبيعي گرفته، سپس مشتق مي‌گيريم:	:خسپا sin=2 از طرفين رابطه‌ي 

 
x x

x

yy y y x x
y

y y x y x

sin sin

sin

ln ln ln (sin ) ln (ln ) cos

(ln ) cos (ln )(cos )

′
= ⇒ = ⇒ = ⇒ =

′ ′⇒ = ⇒ =

2 2 2 2

2 2 2
 

f sin( ) (ln )(cos ) lnπ′ π = π × =−2 2 2 بنابراين داريم:‍	
بنابراین گزینه‌ی )4( درست است.
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f كدام اتس؟ستتس تست x g x( ) ( )′ ′ ، حاصل  g x ln x( ) |cos |= f و  x ln x( ) |sin |= اگر 

 −1 )4 	1 )3 	 xcot− 2  )2 	 xtan2  )1
از دو تابع مشتق مي‌گيريم:	:خسپا

 
xf x x f x x
x

xg x x g x x
x

cos( ) ln|sin | ( ) cot
sin

sin( ) ln|cos | ( ) tan
cos

′= ⇒ = =

−′= ⇒ = =−
 

بنابراين داريم:
 f x g x x x( ) ( ) cot ( tan )′ ′ = × − =−1 

بنابراین گزینه‌ی )4( درست است.

A كدام اتس؟ستتس تست e ( , )1 xy در نقطه‌ي  xe=
1

معادله‌ي خط مماس بر منحني 

 y x e= −  )4 	 y x= +1 )3 	 y e=  )2 	 y
e

= 1  )1

مشتق تابع را محاسبه می‌کنیم:	:خسپا

 x x x xy xe y e x e e
xx

( ) ( )′= ⇒ = + − = −
1 1 1 1

2
1 11  

m y ( )′= =1 0 x برابر است با: 	 بنابراين شيب خط مماس در 1=
y است. بنابراین گزینه‌ی )2( درست است. e= پس معادله‌ي خط مماس 

)  كدام اتس؟ستتس تست , )1 1 x صدق كند، مشتق y در نقطه‌ي  ye x e yln ln− = − اگر تابع y برحسب ‌x در رابطه‌ي 

 −1 )4 	1 )3 	 e
e
+
−

1
1

 )2 	 e
e
−
+

1
1

 )1

از طرفين رابطه نسبت به x مشتق مي‌گيريم:	:خسپا

 x y x y ye x e y e y e
x y

ln ln
′′− = − ⇒ − = −1  

x داريم: y= با جايگذاري 1=
 e ey y e e y y( )′ ′ ′ ′− = − ⇒ − = − ⇒ =1 1 1 1 

بنابراین گزینه‌ی )3( درست است.

yy كه درآن‌ها خط مماس بر منحني موازي محور عرض‌هاتس، چقدر اتس؟ستتس تست e x x= + + −2 2 4 عرض نقاطي از منحني 

 −2  )4 	 −3  )3 	1 )2 1( صفر	
از طرفين رابطه مشتق مي‌گيريم:	:خسپا

 y y y
y

xy e x x y y e x y e x y
e

( ) +′ ′ ′ ′= + + − ⇒ = + + ⇒ − = + ⇒ =
−

2 2 22 4 2 2 1 2 2
1

 

در نقاطي كه خط مماس بر منحني موازي محور عرض‌هاست، مشتق بي‌نهايت است. پس داريم:
 y ye e y− = ⇒ = ⇒ =1 0 1 0  

بنابراین گزینه‌ی )1( درست است.



محاسبات آزمون 54

شماره صفحات پاسخ تشریحی در کتاب ضمیمهزمان پیشنهادیمبحث آزمون
178 تا 30180 دقیقهمشتق ضمنی و مشتق توابع نمایی

11 )A کدام اتس؟- , )2 1 ′y در نقطه‌ی  x مقدار  xy y− + + =2 23 1 0 در رابطه‌ی 

 −1 )4 	 −1
4

 )3 	 1
4

 )2 	 1 )1

22 )A کدام اتس؟- , )1 1 x در نقطه‌ی  y x y+ = +3 3 شیب خط مماس بر منحنی 

 −1 )4 	 1 )3 	 −1
3

 )2 	 1
3

 )1

33 x در چند نقطه، افقی اتس؟- y xy+ + − =2 2 3 0 خط مماس بر منحنی 
4( صفر  	 3  )3 	 2  )2 	 1 )1

44 x در کدام نقطه موازی محور عرض‌هاتس؟- y xy+ + =3 2 2 4 خط مماس بر منحنی 
 x =−2  )4 	 x =−1 )3 	 x =2 )2 	 x =1 )1

55 )A کدام اتس؟- , )1 1 y در نقطه‌ی  xe ln e
y

( )+ = شیب خط مماس بر منحنی 

 
e−

2
1

 )4 	 
e−

1
1

 )3 	 
e+

2
1

 )2 	 
e+

1
1

 )1

66 -  B A و پایین محور عرض‌ها را در نقطه‌ی  x سمت راتس محور طول‌ها را در نقطه‌ی  xy y− + =2 2 نمودار منحنی 1
x در این دو نقطه چقدر اتس؟ y نسبت به  قطع می‌کند. اختلاف مشتق 

 2
3

 )4 	 3
2

 )3 	1 )2 	 1
2

 )1

77 x کدام اتس؟- =−3 xy در نقطه‌ی  ln
x

( )+=
−

1
1

مقدار مشتق تابع 

 −1
4

 )4 	 1
4

 )3 	 −1
2

 )2 	 1
2

 )1

88 x برابر کدام اتس؟- e= fof به ازای  ، مشتق  f x lnx( )= اگر 

 e  )4 	 
e
1  )3 	 

e2
1  )2 	 1 )1

99 x واقع بر آن، کدام اتس؟- π=
6

xy در نقطه‌ای به طول  lne sin= اندازه‌ی مشتق تابع 

 6
4

 )4 	 3
4

 )3 	 6
8

 )2 	 3
8

 )1

1010 )f کدام اتس؟ )α ، مقدار  f ( )′ α =0 lnxf و  x
x

( )= اگر 

 
e
1  )4 	 e  )3 	 1 )2 1( صفر 	

1111 x کدام اتس؟ =−2 y در  ln x| |= 5 مقدار مشتق تابع 

 −1
10

 )4 	 1
10

 )3 	 −
5 2
2

 )2 	 
5 2
2

 )1

1212 xy در چند نقطه افقی اتس؟ xe−=
2

خط مماس بر منحنی 
4( صفر  	 3  )3 	 2  )2 	 1 )1
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1313محاسبات x کدام اتس؟ π=
8

f در  x ln x( ) |tan |= مقدار مشتق تابع 

4( صفر  	 2  )3 	 +2 1 )2 	 2 2  )1

1414 ab کدام اتس؟ ، مقدار  f ( )′′ − = −1 5 f و  ( )′ =1 4 f اگر  x ax bx( )= + +3 2 در تابع 1

 1
4

 )4 	 1
2

 )3 	 2 )2 	 1 )1

1515  کدام اتس؟
h

f h f

h

( ) ( )
lim
→

π π′ ′+ −

0
4 4 ، آن‌گاه مقدار  f x x x( ) cos cos= 2 اگر 

4( صفر 	 4 2  )3 	 2 2  )2 	 2  )1

1616 y کدام اتس؟ y′′ ′+2 24 ، حاصل  y x xsin cos= +2 2 اگر 
 xsin16 4  )4 	 xsin64 4  )3 	32 )2 1( صفر 	

1717 x کدام اتس؟ e= f در  x x lnx( )= 2 مشتق دوم تابع 
 7  )4 	 5  )3 	 3  )2 	 2  )1

1818 x کدام گزینه درتس اتس؟ =0 f در نقطه‌ی  x x x( ) [ ]= 2 در مورد تابع 
2( مشتق اول و دوم ندارد. 	 1( مشتق اول و دوم دارد.	

4( مشتق اول ندارد ولی مشتق دوم دارد.  3( مشتق اول دارد ولی مشتق دوم ندارد.	

1919 a کدام اتس؟ ، مقدار  y ( )′′ =0 6 axy اگر  x e= +2 در تابع 
 ±8  )4 	 ±6  )3 	 ±4  )2 	 ±2  )1

2020 g چقدر اتس؟ ( )′′ 2 ، حاصل  f f( ) ( )′ ′′= =1 1 16
2 2

g و  x f
x

( ) ( )= 1 اگر 

 9  )4 	 8  )3 	 5  )2 	 4  )1



محاسبات آزمون 55

شماره صفحات پاسخ تشریحی در کتاب ضمیمهزمان پیشنهادیمبحث آزمون
180 تا 35183 دقیقهمشتق ضمنی و مشتق توابع نمایی

11 y کدام اتس؟- y x xsin= + +2 2 )A از منحنی  , )0 1 ′y در نقطه‌ی  مقدار 

 − 1
2

 )4 	 1
2

 )3 	 −1 )2 	 1 )1

22 )A با کدام‌یک از خطوط زیر موازی اتس؟ - , )4 1 x در نقطه‌ی  x y
y
+ =6 خط مماس بر منحنی 

4( نیمساز ربع دوم و چهارم  3( نیمساز ربع اول و سوم 	 2( محور عرض‌ها 	 1( محور طول‌ها 	

33 x یافت می‌شود که مماس در آن نقاط با شیب 2 می‌باشد، خطی که این دو - xy y+ + =2 2 1 دو نقطه روی نمودار 
نقطه را به هم وصل می‌کند با کدام شیب اتس؟

4( صفر 	 − 3
5

 )3 	 − 4
5

 )2 	 1 )1

44 ) کدام اتس؟- , )1 1 y در نقطه‌ی  xy صدق کند، مشتق  x ye e e= +2 x در رابطه‌ی  y بر حسب  اگر تابع 

 e−  )4 	 −1 )3 	 e  )2 	 1 )1
55 A کدام اتس؟- x موازی محور عرض‌هاتس. عرض نقطه‌ی  xy y x− + − =2 22 2 A خط مماس بر منحنی 4 در نقطه‌ی 

 −3  )4 	 3  )3 	 2  )2 	 −2  )1

66 هاتس. طول آن نقطه کدام اتس؟- x y خط مماس موازی محور  yx x x+ =6 در یک نقطه از منحنی 

 4  )4 	 2  )3 	 2  )2 	 1 )1

77 f کدام اتس؟- ( )′ 0 ، مقدار  x xf x ln e e( ) ( )−= + اگر 
 ln2  )4 	 e  )3 2( صفر 	 	 1 )1

88 k کدام اتس؟- ، مقدار  f f( ) ( )− +′ ′− = −0 0 4 f و  x ln k x( ) ( | |)= +1 هرگاه 

 −2  )4 	 −1 )3 	 2  )2 	 1 )1

99 x کدام اتس؟- π=
2

xf در  x cos( )=4 مقدار مشتق تابع 

 ln−2 2  )4 	 ln− 2 )3 	 ln2 2 )2 	 ln2  )1

1010 x کدام اتس؟ =1 g به ازای  x f g x( ) ( ( ))′ ′ ، حاصل  xg x e( )= 2 lnxf و  x
lnx

( ) +=
−

2
3

به فرض آن‌که 

 −10  )4 	 10 )3 	 e−10  )2 	 e10 )1

1111 x کدام اتس؟ =2 xf در  x log( )= 2 شیب خط مماس بر منحنی تابع 

 
ln
−1

4
 )4 	 

ln
1
4

 )3 	 ln− 4  )2 	 ln4  )1

1212 yln کدام اتس؟
y

( )
′ ، حاصل 

xey e= اگر 

 xe−  )4 	 x  )3 	 
x
1  )2 	 xe  )1

1313 f کدام عدد اتس؟ ( )′ 1 ، آن‌گاه مقدار  xf x ln
x

( ) ( )+=
+2

2 1
1

اگر 

 −1
3

 )4 	 1
3

 )3 	 −2
3

 )2 	 2
3

 )1
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1414محاسبات e3 واقع بر منحنی این تابع کدام اتس؟ lnxy در نقطه‌ای با عرض  e=
3

3 مقدار مشتق تابع 

 1 )4 	 
e
−1  )3 	 

e
1  )2 	 e  )1

1515 x کدام اتس؟ π=
4

 در 
xey

cos
tan( )π=

2

4
مقدار مشتق تابع 

 −π  )4 	 π  )3 	 − π2  )2 	 π2  )1

1616 f کدام اتس؟ ( )′′ 0 ، حاصل  xf x
x

tan( )
tan

−=
+

1
1

اگر 

 4  )4 	 −4  )3 	 2  )2 	 −2  )1

1717 k کدام اتس؟ y صدق کند،  y y′′ ′+ + =5 6 0 kxy در رابطه‌ی  e= اگر 

 , −2 3  )4 	 ,−2 3  )3 	 ,− −2 3  )2 	 ,2 3  )1

1818 k کدام عدد می‌باشد؟ ، مقدار  y ky( ) ′+ =3 0 y به طوری که  xcos= π2 اگر 

 π38  )4 	 π28  )3 	 π34  )2 	 π24  )1

1919 α کدام اتس؟ ، مقدار  y ( )′′ α =−10 y و  lnx ln x= +2 به فرض آن‌که 

 ±1
2

 )4 	 1
8

 )3 	 1
4

 )2 	 1
2

 )1

2020 f کدام اتس؟ ( )′ α ، مقدار  f ( )′′ α =0 xf و  x xe( ) −= اگر 

 
e
−

2
1  )4 	 e  )3 	 

e
−1  )2 	 

e
1  )1
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بخش چهارم: آهنگ تغییر، خطوط مماس و قائم

فصل یازدهم: مشتق

آهنگ متوسط تغییر
a از a تا b تغییر می‌کند، به صورت زیر تعریف می‌شود:  b[ , ] آهنگ متوسط تغییر تابع f نسبت به متغیر x، هنگامی که x در بازه‌ی 

آهنگ متوسط تغيير  f b f a
b a

( ) ( )−
=

−
 

، خواهیم داشت: b a h= + اگر فرض کنیم 

آهنگ متوسط تغيير  f a h f a
h

( ) ( )+ −
=  

مقدار فوق را آهنگ متوسط تغییر تابع f در a با نمُِو h می‌نامیم.

0/ اتس؟ ستت تست 41 x با نمو  =4 ] چند برابر آهنگ متوسط تغییر این تابع در  , ]1 4 f در باز‌ه‌ی  x
x

( )= 1 آهنگ متوسط تغییر تابع 

 /1 41 )4 	 /1 27  )3 	 /2 87  )2 	 /2 51 )1
مقدار دو آهنگ تغییر را محاسبه می‌کنیم:	:خسپا

 [ , ]1 4 f  آهنگ متوسط تغییر در بازه‌ی f A( ) ( ) −−
= = =− =

− 1

1 14 1 12
4 1 3 6

 

  /0 x با نمو41 =4 آهنگ متوسط تغییر در  f f A( / ) ( ) /
/ /

−+ −
= = =− =

× 2

1 1
4 0 41 4 502 1 2

0 41 0 41 41 21
 

A
A

/
−

× ×= = = = =
× ×−

×

1

2

1
41 21 41 7 2876 2 87

50 6 50 2 50 100
41 21

بنابراین داریم:�

بنابراین گزینه‌ی )2( درست است.

نکت A و ه:	ــ a f a( , ( )) a همان ش��یب پاره‌خط واصل نقاط  b[ , آهنگ متوس��ط تغیی��ر تابع f در بازه‌ی [
B روی نمودار تابع f است. به عبارت دیگر آهنگ تغییر متوسط، نسبت تغییرات y به  b f b( , ( ))

y نیز نشان می‌دهیم.
x

∆
∆

تغییرات x در یک بازه است که آن را با 

آهنگ لحظه‌ای تغییر
مقدار حد آهنگ تغییر متوس��ط تابع f در نقطه‌ی a با نمو h را وقتی که مقدار نمو متغیر بس��یار کوچک باش��د، آهنگ لحظه‌ای تغییر تابع f در 

نقطه‌ی a گویند. 

 x a= آهنگ لحظه‌ای تغییرتابع f در 
h

f a h f a f a
h

( ) ( )
lim ( )
→

+ − ′= =
0

 

f است.  a( )′ همان طور که ملاحظه می‌کنید آهنگ لحظه‌ای تغییر تابع f در نقطه‌ی a همان 
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] با آهنگ لحظه‌ای تغییر تابع در کدام نقطه برابر اتس؟ ستت تست , ]1 2 f در بازه‌ی  x x
x

( )= − 2 آهنگ متوسط تغییر تابع 

 x = 3
2

 )4 	 x = 5
2

 )3 	x = 3  )2 	 x = 2  )1

مقدار ‌آهنگ متوسط را محاسبه می‌کنیم: 	:خسپا
 f f

oÃÃ™U#ˆw¼T¶#ª¹ÀA

( ) ( ) ( )− − −
= = =

−
2 1 1 1 2
2 1 1

 

از طرفی آهنگ لحظه‌ای تغییر همان مشتق تابع است. پس داریم: 
 f x x x

x x
( )′ = + = ⇒ = ⇒ = ⇒ =2

2 2
2 21 2 1 2 2  

بنابراین گزینه‌ی )1( درست است.

نکت آهن��گ لحظ��ه‌ای تغییر تاب��ع f در نقطه‌ی a همان ش��یب خط مماس ب��ر نمودار تاب��ع f در نقطه‌ی ه:	ــ

dy نیز نشان می‌هیم.
dx

df یا 
dx

A است که آن را با  a f a( , ( ))

π باشد،‌ كدام اتس؟ستت تست آهنگ تغيير مساحت دايره نسبت به محيط آن، وقتي كه محيط دايره برابر 

4 )4 	2 )3 	1 )2 	 1
2

 )1

راه‌حل اول: ابتدا مساحت دايره را برحسب محيط آن مي‌نويسيم:	:خسپا

 P PP r r S r P, ( ) ( )= π ⇒ = =π =π =
π π π

2 2 212
2 2 4

 

 PS P′ = × =
π π
1 2

4 2
حال مشتق S را نسبت به ‌P محاسبه ميك‌نيم:	 

S π′= =
π

1
2 2

P باشد، داريم:� =π وقتي 

بنابراین گزینه‌ی )1( درست است.
راه‌حل دوم: با استفاده از مشتق تابع مرکب )قاعده‌ی زنجیری( داریم:

 dpds ds
dr dp dr
= ×  

 dp dsP r S r r
dr dr

,= π ⇒ = π =π ⇒ = π22 2 2 از طرفی می‌دانیم:�

ds dsr r
dp dp

π = × π⇒ =2 2 بنابراین داریم:	

ds
dp

=1
2

، پس می‌توان نتیجه گرفت:	 r rπ =π⇒ =12
2

π است، داریم  وقتی شعاع دایره 

f چقدر اتس؟ستت تست x x x x( )= − + +3 23 5 کم‌ترین مقدار آهنگ تغییر تابع 1
4  )4 	3  )3 	2  )2 	1 )1

آهنگ تغییر )لحظه‌ای( تابع همان مشتق آن است. پس مشتق را محاسبه می‌کنیم: 	:خسپا
 f x x x( )′ = − +23 6 5  

كم‌ترين آهنگ تغيير − × ×=− =
×

36 4 3 5 2
4 3

 است. پس داريم:�
a
∆−
4

مي‌دانيم كم‌ترين مقدار تابع درجه دوم برابر 

بنابراین گزینه‌ی )2( درست است.
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معادله‌ی خطوط مماس و قائم بر نمودار
A روی نمودار تابع f را درنظر بگیرید. a f a( , ( )) نقطه‌ی 

f است. بنابراین معادله‌ی این  a( )′ خط مماس بر نمودار تابع f در این نقطه، خطی اس��ت که ش��یب آن برابر 
y خط به صورت زیر است: f a f a x a( ) ( )( )′− = −  

همچنین خط قائم بر منحنی در این نقطه، خطی اس��ت که بر خط مماس در این نقطه، عمود باش��د. پس شیب 

 و معادله‌ی آن به صورت زیر است:
f a( )

−
′
1 آن 

 y f a x a
f a

( ) ( )
( )

− =− −
′
1  

x واقع بر نمودار تابع كدام اتس؟ستت تست =1 xf در نقطه‌ي  x e lnx( )= − عرض از مبدأ خط مماس بر منحني تابع 
1 )4 	 −1 )3 	 e−1 2  )2 	 e  )1

)e مدنظر است. مشتق در اين نقطه را محاسبه ميك‌نيم تا شيب خط مماس به دست آيد:	:خسپا , )1 خط مماس در نقطه‌ي 

 xf x e f e
x

( ) ( )′ ′= − ⇒ = −1 1 1 

بنابراين معادله‌ي خط مماس به صورت زير است:
 y e e x y e x( )( ) ( )− = − − ⇒ = − +1 1 1 1 

( بنابراین گزینه‌ی )4( درست است. x y= ⇒ =0 پس عرض از مبدأ خط مماس برابر 1 است. )1

)  محور x ها را با چه طولی قطع می‌کند؟ستت تست , )−1 1 x در نقطه‌ی  xy y− + =2 3 1 خط قائم بر منحنی 

 2
5

 )4 	 3
2

 )3 	 5
2

 )2 	 2
3

 )1

شیب خط قائم را محاسبه می‌کنیم:	:خسپا
 x xy y x y xy y y′ ′− + = ⇒ − − + =2 3 21 2 3 0  

 x y y y y, ′ ′ ′= = − ⇒ + − + = ⇒ =− =31 1 2 1 3 0
2

⇒شيب مماس  = شیب قائم  2
3  

بنابراین معادله‌ی خط قائم به شکل زیر است:
 y x y x( ) ( )− − = − ⇒ = −2 2 51 1

3 3 3
 

y=0 محاسبه می‌کنیم: حال محل برخورد با محور x ها را با قرار دادن 
 y x x= ⇒ − = ⇒ =2 5 50 0

3 3 2
 

بنابراین گزینه‌ی )2( درست است.

نکت a به شكل زير خواهد بود:ه:	ــ f a( , ( )) f آن‌گاه معادلات خطوط مماس و قائم در نقطه‌ي  a( )′ اگر 0=
: معادله‌ي خط مماس y f a( )=

: معادله‌ي خط قائم x a=

f آن‌گاه داريم: a( )′ =∞ همچنين اگر 

: معادله‌ي خط مماس  x a=  

: معادله‌ي خط قائم  y f a( )=  
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x روي نمودار تابع، كدام اتس؟ستت تست =1 f در نقطه‌اي به طول  x x x( )= − −32 معادله‌ي خط قائم بر نمودار تابع 1
 y=2 )4 	 x =2 )3 	 y=1 )2 	 x =1 )1

x را محاسبه ميك‌نيم:	:خسپا مشتق تابع در 1=
 f x f

x
( ) ( )

( )
′ ′= − ⇒ =∞

−3 2
12 1

3 1
 

y است. بنابراین گزینه‌ی)4( درست است. f( )= =1 خط قائم بر نمودار به صورت 2

معادله‌ی خطوط مماس و قائم از نقطه‌ای خارج نمودار
B مطابق ش��کل مماس��ی بر نمودار تابع f رسم کنیم. فرض کنیم این  x y( , )0 0 می‌خواهیم از نقطه‌ی معلوم 

f و معادله‌ی آن به صورت  a( )′ A بر نمودار مماس گردد. ش��یب خط مماس  a f a ( , ( )) خط در نقطه‌ی 
y است. اگر مقدار a معلوم باشد، معادله‌ی خط مماس هم معلوم خواهد بود. برای  f a f a x a( ) ( )( )′− = −

B را در معادله‌ی خط مماس قرار دهیم.  x y( , )0 0 معلوم کردن مقدار a کافی است مختصات 

 است. 
f a( )

−
′
1 برای خط قائم هم به همین شیوه عمل می‌کنیم. فقط شیب خط قائم برابر 

f رسم می‌کنیم. حاصل‌ضرب طول نقاط تماس کدام اتس؟ستت تست x x( )= +2 A دو مماس بر منحنی تابع‌ 1  ( , )−0 3 از نقطه‌ی 
 −2  )4 	2 )3 	4 )2 	 −4  )1

a باش��د، معادله‌ی خ��ط مماس ب��ه صورت 	:خسپا a ( , )+2 1 اگ��ر مختص��ات نقط��ه‌ی تم��اس 
f است، داریم: a a( )′ =2 y خواهد بود. با توجه به این‌که  a f a x a( ) ( )( )′− + = −2 1

 y a a x a( )− − = −2 1 2  
) در معادله‌ی فوق صدق می‌کند. پس داریم: , )−0 3 نقطه‌ی 

 a a a a a( )− − − = − ⇒ = ⇒ =±2 23 1 2 0 4 2  
4− است.  2− است که حاصل‌ضرب آن‌ها  بنابراین طول نقاط تماس 2 و 

البته معادلات خطوط مماس هم به صورت زیر خواهد بود: 
 y x y x,= − =− −4 3 4 3  

بنابراین گزینه‌ی )1( درست است.

f رسم می‌کنیم، عرض از مبدأ خط مماس كدام اتس؟ستت تست x
x

( )= 1 ) مماسی بر نمودار تابع  , )3 0 از نقطه‌ی 

 5
2

 )4 	2 )3 	 3
2

 )2 	 1
2

 )1

a فرض می‌کنیم، شیب خط مماس را به دست می‌آوریم:	:خسپا
a

( , )1 نقطه‌ی تماس را 

 f x f a
x x a a

tIµ¶ {#KÃ( ) ( )−′ ′= ⇒ =− =1 1
2 2

 

) را در معادله جایگذاری می‌کنیم و داریم: , )3 0 y است. نقطه‌ی  x a
a a a

( )− =− −1 1
2

بنابراین معادله‌ی مماس به صورت 

 a a a a
a a a

( )−− = − ⇒ = − ⇒ = ⇒1 10 3 2 3 1
2

y معادله‌ی مماس  x: =− +1 3
2 2

 

3 است و گزینه‌ی )2( درست است.
2

بنابراین عرض از مبدأ خط مماس 



301
تق

مش
 :1

ل1
فص

f رسم می‌کنیم. شیب این خط كدام اتس؟ستست تست x x( )= 2 ) یک خط عمود بر نمودار تابع  , )3 0 از نقطه‌ی 

 −2  )4 	2 )3 	 − 1
2

 )2 	 1
2

 )1

a می‌نامیم و شیب خط قائم را محاسبه می‌کنیم:	:خسپا a( , )2 نقطه‌ی تماس را 

 f x x f x x f a a( ) ( ) ( )′ ′= ⇒ = ⇒ = =2 2 2 ⇒ شیب مماس   شیب قائم 
a

=− 1
2

 

y a x a
a

( )− =− −2 1
2

بنابراین معادله‌ی خط قائم به شکل روبه‌رو است:�

a a a a
a

( )− =− − ⇒ + − =2 310 3 2 3 0
2

) در معادله‌ی فوق صدق می‌کند. پس داریم:� , )3 0 نقطه‌ی 

شيب خط قائم
a

=− =−1 1
2 2

a در معادله‌ی فوق صدق می‌کند. در نتیجه داریم:� واضح است که 1=

بنابراین گزینه‌ی )2( درست است. 

روشی ديگر براي نوشتن معادله‌ي مماس
، كه نقاط برخورد خط و منحني را مش��خص می‌کند،  f x mx h( )= + y مماس باش��د،‌ بايد معادله‌ي  f x( )= y بر منحني  mx h= + اگر خط 

داراي ريشه‌ي مكرر باشد. )در حالت خاص كه معادله‌ي فوق درجه دوم مي‌شود، بايد معادله داراي ريشه‌ي مضاعف باشد: 0=∆(
A خارج منحني كافي اس��ت معادله‌ي خطي كه از اين  x y( , )0 0 y از نقطه‌ي  f x( )= بنابراين براي پيدا كردن معادله‌ي خط مماس بر منحني 
نقطه مي‌گذرد را بنويسيم و با معادله‌ي تابع مساوي قرار دهيم و شرط داشتن ريشه‌ي مضاعف را اعمال كنيم. دقت كنيد كه شيب خط را مقدار 

مجهول m درنظر مي‌گيريم كه از شرط داشتن ريشه‌ي مضاعف به دست خواهد آمد. 

f رسم كرده‌ايم، حاصل‌ضرب شيب خطوط مماس كدام اتس؟ستتس تست x x x( )= −2 4 )A دو مماس بر نمودار تابع  , )−4 2 از نقطه‌ي 
  −4  )4 	4 )3 	  −8  )2 	8 )1

)A عبور می‌کنند به صورت زیر است:	:خسپا , )−4 2 معادله‌ی خطوطی که از نقطه‌ی 
 y m x y mx m( ) ( )− − = − ⇒ = − −2 4 4 2 

x x mx m x m x m( )− = − − ⇒ − + + + =2 24 4 2 4 4 2 0 حال معادله‌ی تابع را مساوی معادله‌ی این خطوط قرار می‌دهیم:�
برای این‌که خط بر منحنی مماس باشد باید داشته باشیم:

 m m m m m m m( ) ( )∆= ⇒ + − + = ⇒ + + − − = ⇒ − + =2 2 20 4 4 4 2 0 8 16 16 8 0 8 8 0 
m2 ریشه‌های معادله‌ی  m2 باشند، m1 و  ش��یب خطوط مماس از معادله‌ی فوق به دس��ت می‌آید. اگر این شیب‌ها m1 و 

m است.  m =1 2 8 فوق هستند و ضرب ریشه‌ها مورد سؤال است که برابر 
بنابراین گزینه‌ی )1( درست است.

f مماس كرد؟ستتس تست x
x

( )=
+
1

1
از مبدأ مختصات چند خط مي‌توان بر نمودار تابع 

4 )4 	2 )3 	1 )2 1( صفر	

a باشد،‌ شيب خط مماس را محاسبه ميك‌نيم:	:خسپا
a

( , )
+
1

1
اگر نقطه‌ي تماس 

f x f x f a
x x a

( ) ( ) ( )
( ) ( )

−′ ′= ⇒ = ⇒ =− =
+ + +2 2
1 1 1

1 1 1
شیب خط مماس

y x a
a a

( )
( )

− =− −
+ + 2
1 1

1 1
بنابراين معادله‌ي مماس به شكل روبه‌رو است:�

 a a a a
a a

( )
( )

− =− − ⇒ + =− ⇒ =−
+ + 2
1 1 10 0 1

1 21
مبدأ مختصات در معادله‌ي فوق صدق ميك‌ند. پس داريم:�

كي نقطه‌ي تماس وجود دارد،‌ پس كي خط مماس مي‌توان رسم كرد. 
بنابراین گزینه‌ی )2( درست است.
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11 1− اتس. مقدار a کدام اتس؟- ] a برابر  , ]1 f در بازه‌ی  x x
x

( )= + 4 آهنگ متوسط تغییر تابع 

2 )4 	 5
2

 )3 	 2  )2 	 3
2

 )1

22 x چقدر از آهنگ لحظه‌ای آن در - =2 3 x تا  =1 2 ، آهنگ متوسط تغییر تابع از  f x
x

( )=
2

36 در تابع با ضابطه‌ی 

x بیشتر اتس؟ = 3 12
2/5 )4 	2 )3 	1/5 )2 	1 )1

33 x اتس. - =α ، برابر آهنگ لحظه‌ای آن در  x =2 5 x تا  =1 2 ، آهنگ متوسط از  xf x
x

( )=
−1

در تابع با ضابطه‌ی 

α کدام اتس؟	
4 )4 	3 )3 	 +1 3  )2 	2/5 )1

44 ] a برابر آهنگ لحظه‌ای تغییر در کدام نقطه اتس؟- , ]1 x در بازه‌ی  af x
x

( ) +=
2

آهنگ متوسط تغییر تابع 

 a−1
2

 )4 	 a  )3 	 a+1
2

 )2 	 a
2

 )1

55  واحد باشد، کدام اتس؟-
π
2 آهنگ تغییر محیط دایره نسبت به مساحت آن، وقتی که شعاع آن برابر 

 
π

1
2

 )4 	 π
2

 )3 	2 )2 	1 )1

66 f در چه نقطه‌ای اتفاق می‌افتد؟- x x x x( )=− + + −3 26 بیش‌ترین مقدار آهنگ تغییر تابع 1

 x =4  )4 	 x =3  )3 	 x =2 )2 	 x =1 )1

77 t چقدر اتس؟- =4 ، آهنگ تغییر y نسبت به x در  x t
t

= −16 y و  t t= +2 4 اگر 

18 )4 	16 )3 	12 )2 	 9
2

 )1

88 f در نقطه‌ای به طول صفر روی منحنی کدام اتس؟- x x x( ) cos= +2 معادله‌ی خط مماس بر نمودار تابع 

 y x=− −2 1 )4 	 y x=− +2 1 )3 	 y x= −2 1 )2 	 y x= +2 1 )1

99 x محور x ها را در کدام نقطه قطع می‌کند؟- =2 xf در نقطه‌ی  x x e( ) ( ) −= + 22 خط قائم بر نمودار تابع 

 −10  )4 	10 )3 	 1
10

 )2 	 −1
10

 )1

1010 ) کدام اتس؟  , )−2 2 ، در نقطه‌ی  y y ln x x( )= − +2 2 3 2 عرض از مبدأ خط قائم بر منحنی به معادله‌ی 

 3
2

 )4 	 2
3

 )3 	 −1
2

 )2 	 −2
3

 )1

1111 )، محور yها را با کدام عرض قطع می‌کند؟  , )12
2

y در نقطه‌ی 
x

=
3

1
4

خط مماس بر منحنی به معادله‌ی 

 4
3

 )4 	 7
6

 )3 	 5
6

 )2 	 2
3

 )1
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محاسبات 1212 x عمود اتس. این خط مماس از  y− =3 2 y بر خط با معادله‌ی  x x= + +3 23 خط مماس بر منحنی به معادله‌ی 1
کدام‌یک از نقاط زیر می‌گذرد؟ 

 ( , )−2 4  )4 	 ( , )−2 6  )3 	  ( , )1 4  )2 	  ( , )1 3  )1
1313 y بر نیمساز ناحیه‌ی اول مماس اتس، a کدام اتس؟  a x x( )( )= + +1 4 منحنی 

 −1
9

 )4 	 1
9

 )3 	 −1
3

 )2 	 1
3

 )1

1414 xy رسم می‌کنیم، حاصل جمع طول نقاط مماس کدام اتس؟
x
+=
−

1
3

A دو مماس بر منحنی   ( , )−1 4 از نقطه‌ی 

 −26
3

 )4 	 26
3

 )3 	 35
3

 )2 	35 )1

1515 y مماس غیرافقی رسم می‌کنیم، عرض از مبدأ خط مماس کدام اتس؟ x x= −2 2 )A بر منحنی  , )− −2 1 از نقطه‌ی 
12 )4 	25 )3 	 −25  )2 	 −12  )1

1616 f در شکل مقابل طول پاره‌خط OA چند برابر طول پاره‌خط MH اتس؟  x
x

( )= 1 اگر 

 4
3

 )1

 3
2

 )2

2 )3

 5
2

 )4

1717 x نیمساز ناحیه‌ی اول و سوم را با کدام طول قطع می‌کند؟  =0 xy در نقطه‌ای به طول  x e−= +1 قائم بر 

2 )4 	3 )3 	 −1 )2 	 1
3

 )1

1818 y مماس اتس. مقدار a کدام اتس؟ x ax=− − +2 )B بر نمودار تابع 1 , )2 1 A و   ( , )1 3 خط گذرنده از 
−6 2− و   )4 	−6 3( 2 و  2( 6 و 2	 2− و 6	  )1

1919 a کدام اتس؟  b+ y مماس باشد، مقدار  x=2 x بر خط  =1 y در  x ax bx= + − +3 2 3 اگر نمودار تابع 
4 )4 	 −4  )3 	 −3  )2 	3 )1  

2020 ، در شکل مقابل طول نقطه‌ی B کدام اتس؟  f x x x( ) | |= اگر 

 − −2 1 )1
 −2  )2

 −1 3  )3
 −3  )4

A

B

M

H

y

x
O
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11 2 اتس، مقدار a کدام اتس؟-
2

]a برابر  , ]2 4 f در بازه‌ی  x x x( )= − آهنگ متوسط تغییر تابع 

 5
2

 )4 	 3  )3 	 2  )2 	1 )1

22 x با نمو 0/5 واحد کدام اتس؟- /=0 5 f در  x x/( ) log= 0 5 آهنگ متوسط تغییر تابع 

 −4  )4 	2 )3 	 −2  )2 	1 )1
33 آهنگ متوسط تغییر مساحت یک مثلث متساوی‌الاضلاع وقتی ضلع آن از 2 واحد به 4 واحد تغییر می‌کند، چقدر اتس؟-

 3
3

 )4 	 3
2

 )3 	 3 3
2

 )2 	 3 3  )1

44 f چقدر اتس؟- x x x( ) sin= − بیش‌ترین مقدار آهنگ تغییر تابع 
4( صفر 	3 )3 	2 )2 	1 )1

55 نقطه - این  تابع در  تغییر  از آهنگ  4 چقدر  نمو  با   x =−4 نقطه‌ی  f در  x x( )= +2 9 تابع  تغییر  آهنگ متوسط 
بیش‌تر اتس؟

0/8 )4 	0/6 )3 	0/2 )2 	0/3 )1

66 x کدام اتس؟- =1 ، آهنگ تغییر y نسبت به x در نقطه‌ی  x y xy+ − =2 2 اگر 1
 −2 4( 1 یا  3( 2 یا 1− 	 	 −1 )2 	2 )1

77 ) کدام اتس؟- , )−3 3 ، آهنگ تغییر y نسبت به متغیر t در نقطه‌ی  dx
dt

0/2= x اگر  y x y+ − + =2 2 2 4 0 در رابطه‌ی 

0/4 )4 	0/3 )3 	0/2 )2 	0/1 )1

88 f خط مماس بر منحنی موازی محور عرض‌ها اتس؟- x x x( ) sin= − 3 در کدام نقطه از منحنی تابع 

 x π= 5
6

 )4 	 x π=
4

 )3 	 x =π  )2 	 x π=
2

 )1

99 xy در نقطه‌ای به طول 2 روی منحنی تابع، کدام اتس؟-
x

=
+2

25
1

معادله‌ی خط مماس بر منحنی تابع 

 y x= −3 1 )4 	 y x=− +3 11 )3 	 y x= −3 10  )2 	 y x=− +3 16  )1

1010 y خط مماس موازی یکی از محورهای مختصات اتس؟ x x= − 24 در چند نقطه از منحنی 
4( هیچ 	4 )3 	3 )2 	2 )1

1111 y در نقطه‌ای به طول 1 از مبدأ مختصات می‌گذرد، مقدار m کدام اتس؟ m x( )= − +2 22 خط مماس بر منحنی 1

 − 1
2

 )4 	 1
4

 )3 	 1
3

 )2 	 −1
5

 )1

1212 x واقع بر آن، کدام اتس؟ π=
2

xf در نقطه‌ای به طول  x ln
x

sin( )
cos

=
+1

عرض از مبدأ خط مماس بر منحنی به معادله‌ی 

 π
2

 )4 	 π
4

 )3 	 π−
4

 )2 	 π−
2

 )1

1313 ) نیمساز ناحیه‌ی اول را با کدام طول  , )2 3 ، در نقطه‌ی  ln x y y x( )− = + −2 1 خط مماس بر منحنی به معادله‌ی 

قطع می‌کند؟  
5
3

 )4 	4
3

 )3 	5
4

 )2 	3
4

 )1
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محاسبات 1414 y بر  x=2 y می‌باشد، اگر خط  x a=− −2 y و  x a= +2 معادله‌ی دو سهمی مقابل 
هر دو سهمی مماس باشد، مقدار مثبت a کدام اتس؟

1 )1
2 )2
3 )3
4 )4

1515 y بر نیمساز ناحیه‌ی سوم مماس اتس؟ x m x m( )= + + + +22 2 1 2 6 به ازای کدام مقدار m، سهمی 
8 )4 	6 )3 	 −4  )2 	 −2  )1

1616 x کدام اتس؟ =2 y در  xf x( )= ، شیب خط قائم بر نمودار 
x

f x

x

( )
lim
→

+
=

−21

1 2
1

اگر f تابعی مشتقپ‌ذیر و 

 1
4

 )4 	 −1
4

 )3 	 1
8

 )2 	 −1
8

 )1

1717 y دارای عرض از مبدأ 3 اتس؟ 
x

= 1 در کدام نقطه، مماس بر منحنی 

 ( , )3 2
2 3

 )4 	 ( , )2 3
3 2

 )3 	 ( , )1 2
2

 )2 	  ( , )1 1  )1

1818 y رسم می‌شود. مقدار a کدام اتس؟ x x a= − +2 2 از مبدأ مختصات، دو مماس عمود بر هم بر منحنی تابع 

 9
4

 )4 	 3
4

 )3 	 5
4

 )2 	 5
8

 )1

1919 ka چقدر اتس؟ ky مماس اتس، 
x

= y در نقطه‌ای به طول a بر منحنی  x= −3 خط 

 9
16

 )4 	 27
8

 )3 	 9
4

 )2 	 9
8

 )1

2020 g چه وضعی دارد؟ x x( ) cos= 2 x نسبت به منحنی تابع  π=
4

f در  x x( ) sin= 2 خط مماس بر منحنی 

2( بر آن عمود است. 	 1( بر آن مماس است. 	
4( آن را در دو نقطه قطع می‌کند. 	 3( آن را قطع نمی‌کند.	


