
  
  

  معادلات خطي با ضرايب واحد: 3-5
  
  
  

  ).ها گوي نرسد ممكن است به بعضي( نفر توزيع كرد؟ 3 گوي يكسان را بين 7توان  ميبه چند طريق  : 1 ي مسأله

توانيم از   گوي يكسان مي7 براي تقسيم :حل 3 1   : ت روش تقسيم به صورت زير اس2 به طور مثال، . خط عمودي استفاده كنيم2

 

  
لذا براي شمارش . كند  نفر مشخص مي3 گوي را بين 7هاي توزيع     ها و خطوط در كنار هم، روش        ي قرارگيري گوي    طور كه مشخص شد، نحوه      همان
  : توانيم از جايگشت با تكرار استفاده كنيم هاي اين توزيع، مي روش

!
! !

 

9 3 67 ي قرارگيري   نحوه2 7 2   )2 شي از نوع 2 و 1شي از نوع 7( شي 9

xصـورت    باشـد، در ايـن  x3 و x1 ،x2كننـد، بـه ترتيـب      دريافت ميC وA، Bهايي كه  فرض كنيد تعداد گوي  :تـذكر  x x  1 2 3 7. 
}ي  عهيعني مجمو(ي اعداد صحيح نامنفي  چنين متغيرها متعلق به مجموعه هم , , ,...}1 2(باشند ، مي.  

kxصورت     به  به هر معادله   x ... x n   1  دو عـدد مثبـت و معلـوم هـستند و            k و   n(شـود     ي خطي با ضرايب واحد گفته مي         يك معادله  2

ix يعني  (ها    ي مجهول   گذاري اين است كه در اين معادله، همه         علت اين نام  ). اند  هاي اين معادله    ها مجهولixي  عبـارت درجـه  (صورت خطي     به) ها
  . ها برابر واحد است ي آن اند و ضريب همه آمده) 1

k گوي يكسان و    nي قرارگيري     توان با يك نحوه     ي قبل، هر جواب اين معادله را مي          با توجه به مسأله    :يادداشت 1ن داد، يا در واقع بـا   خط نشا

k و   1 شيء نوع    nيك جايگشت با تكرار از       1    هايي برابـر اسـت بـا    ، تعداد چنين جايگشت  2 شيء نوع :(n k )!
n!(k )!
 


1
تـوانيم بـا    ، كـه آن را مـي  1

n k
k
  

  
1

n يا 1 k
n

  
 
 

  . نيز نشان دهيم1

  

kxي  هاي معادله تعداد جواب :1 ي قضيه x ... x n   1 ي اعداد صحيح نامنفي برابر   در مجموعه2
n k

k

  
  

1
1

  . است

  
  توان تشكيل داد؟ اي از سه نوع گل موجود مي  شاخه7ي  چند دسته : 1 تست

1 (15  2 (21  3 (28  4 (36  

xصورت  در اين.  شاخه انتخاب كنيمx3 و x1 ،x2 فرض كنيد از سه نوع گل موجود به ترتيب          :حل x x  1 2 3 با توجـه بـه توضـيحاتي    . 7
xي    هاي معادله    شاخه از سه نوع گل، برابر تعداد جواب        7هاي انتخاب     كه داديم تعداد راه    x x  1 2 3 ي اعـداد صـحيح نـامنفي         در مجموعـه   7

ي قبل برابر  اين تعداد بنا بر قضيه. است 
 

 

9
3 6

2
  . درست است4ي   بنابراين گزينه. است

  

  C تا 6 و B، هيچي Aيكي 
B CA

 C تا 4 و B تا A ،2 يكي 

B CA
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xي  هاي صحيح و نامنفي معادله تعداد جواب : 2 ي مسأله y z   1   : هاي زير پيدا كنيد  را در هر يك از حالت5
x) الف  3  
x) ب  3، y  z و 4  2  

xاز تغيير متغير  )الف: حل  x   x اگر .كنيم  استفاده مي3  x، در اين صورت 3  ،داريم  :  
 

  
 

1 4
9 1

2
xها   تعداد جواب xx y z x y z         31 5 1 2  

  :  با استفاده از تغيير متغير داريم)ب
x xx x x      43 4   
y yy y y      54 5   

z zz z    22   

x y z x y z x y z  تعداد جواب ها                         
 

6
1 5 4 5 2 1 5 4 1 5

2
 

kxي    هـاي معادلـه     صورت تعداد جواب    در اين .  داده شده باشند   kc و   ...،c1  ،c2 فرض كنيد عددهاي صحيح    :2 ي قضيه x ... x n   1 2 

xي اعداد صحيح با شرايط  در مجموعه c1 1 ،x c2 k و ...،2 kx c برابر kn k (c c ... c )

k

      
  

1 21
1

  . است

xي  معادله : 3 ي مسأله y z   2 xي اعداد صحيح با شرايط   در مجموعه0   ،y  2 و z     چند جواب دارد؟7

)ي فوق پاسخ برابر   توجه به قضيه با:حل )       
   

   

2 0 3 1 2 7 1 7
2 2
است .  

xصحيح معادله جوابهاي تعداد  : 2 تست x x  1 2 3 1 ix به شرط   5  i) چند است؟ 2 , , ) 1 2 3  
1 (45  2 (55  3 (91  4 (136  

)ي فوق پاسخ برابر  با توجه به قضيه :حل )      
      

1 5 3 1 3 2 1 1
3 1 2

  . درست است2ي   بنابراين گزينه. است

ixي قبل كه   در حالت خاص قضيه:تذكر    :ي زير قابل بيان است بنابراين قضيه. ايم هاي طبيعي معادله مواجه ، در واقع با جواب1

kxي  هاي معادله تعداد جواب :3 ي قضيه x ... x n   1 برابري اعداد طبيعي  مجموعه در 2
n

k

 
  

1
1

  . است

  

 ي هاي معادله  تعداد جواب:مثال  x x x  1 2 3 1 ي اعداد طبيعي برابر   در مجموعه0 
 
 

9
2

  . است

  اي خالي نماند؟ ي كه هيچ لانهطور ي متمايز قرار گيرند به  لانه5توانند در   كبوتر يكسان به چند طريق مي8 : 3 تست

1 ( 
 
 

1 2
4

  2 ( 
 
 

7
4

  3 ( 
 
 

8
4

  4 ( 
 
 

8
5

  

xصورت  ر گيرند، در اين كبوتر قرا  x5 و   ...،x1 لانه به ترتيب     5فرض كنيد در     :حل ... x  1 5 اي خـالي نمانـد،    خواهيم هيچ لانه چون مي. 8
iپس براي هر     1 5  ،ix  xي    هاي معادله   گيريم پاسخ برابر تعداد جواب      نتيجه مي . 1 ... x  1 5 عـي يعنـي    ي اعـداد طبي      در مجموعـه   8

برابر  
 
 

7
4

  . درست است2ي   بنابراين گزينه. است
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x)ي  نامعادله : 4 تست x x )   3
1 2 31 0 0 3 0   )86 -آزاد(ي اعداد طبيعي چند جواب دارد؟  ،در مجموعه0

1 (49  2 (21  3 (16  4 (6  

xگيريم    ي داده شده نتيجه مي       از نامعادله  :حل x x   1 2 35 x، پس   6 x x  1 2 3 x يا   5 x x  1 2 3 هاي ايـن     تعداد جواب . 6

ي اعداد طبيعي به ترتيب برابر         دو معادله در مجموعه    
 
 

4
2

 و    
 
 

5
2

بيعي برابـر   ي اعداد ط    ي داده شده در مجموعه      هاي نامعادله    است، لذا تعداد جواب    

   
      

   

4 5
6 1 0 1 6

2 2
  . درست است3ي   بنابراين گزينه. است

  

x)در بسط  : 4 ي مسأله y z w)     شود؟ ي متمايز ظاهر مي  چند جمله7

x) با توجه به تساوي      :حل y z w) (x y z w)...(x y z w)
ــار هفــت ب

         7
   صـورت    گيـريم هـر جملـه از ايـن بـسط بـه               نتيجه مـي

a b c dx y z w    است كه a  ،b  ،c   و d   اند و   اعداد صحيح نامنفيa b c d     متغيـر تـشكيل   7ضرب فـوق از ضـرب    زيرا هر جمله از حاصل (7
aي عمومي    در واقع مفهوم جمله     و يكي از پرانتز هفتم انتخاب شده است        ...يكي از پرانتز دوم،   شده است كه يكي از پرانتز اول،         b c dx y z w      اين است كـه از 

aپرانتزx  از ، b پرانتز y  ز ، اc پرانتز z و از dپرانتزwجا مقادير  در اين. ) انتخاب شده استa ،b ،c و dاند، لذا تعـداد   ي جملات بسط  تعيين كننده

aي  هاي معادله جملات متمايز بسط، برابر تعداد جواب b c d    ي اعداد صحيح نامنفي، يعني برابر   در مجموعه7 
 
 

1 0
3

  . است

xي  معادله: 5 ي مسأله x x x   4
1 2 3 4 1   ي اعداد صحيح نامنفي چند جواب دارد؟ موعه در مج2

xچه     توجه كنيد چنان   :حل 1 هاي ايـن معادلـه را        پس جواب . ي اعداد صحيح نامنفي هيچ جوابي ندارد        ي فوق در مجموعه     صورت معادله   ، در اين  2
  .ي مجزا تقسيم كنيم توانيم به دو دسته مي

xهايي كه     جواب: ي اول   دسته 1  .  اگرx 1  ي اصلي به      گاه معادله   ، آنx x x  2 3 4 1 هاي اين معادله در      تعداد جواب . شود   تبديل مي  2

ي اعداد صحيح و نامنفي برابر  مجموعه 
 
 

1 4
2

  . است

xهايي كه     جواب: ي دوم   دسته 1 xاگر  . 1 1 xي اصلي به      گاه معادله   ، آن 1 x x  2 3 4 1 هاي اين معادلـه در       تعداد جواب . شود   تبديل مي  1

ي اعداد صحيح و نامنفي برابر  مجموعه 
 
 

1 3
2

  . است

 برابر گيريم، پاسخ مسأله به اين ترتيب نتيجه مي   
   

   

1 4 1 3
2 2

  . است

  







  
  
  

  معادلات خطي با ضرايب واحد
  

  اي هاي چهارگزينه پرسش
  
  
xي  معادله -1 y z    ي اعداد صحيح نامنفي چند جواب دارد؟ در مجموعه ،5

1 (15  2 (18  3 (21  4 (24  
 )تكرار مجاز است(توان ساخت؟   نوع گل مختلف مي6 تايي از 3چند دسته گل  -2

1 (35  2 (42  3 (56  4 (84  
  باشد؟5هاي داده شده به نفر اول و دوم روي هم  كه مجموع سيب  نفر توزيع كرد، به طوري4 سيب مشابه را بين 9توان  به چند طريق مي -3

1 (11  2 (20  3 (24  4 (30  
xي  معادله -4 y z   1  دارد؟ي اعداد طبيعي چند جواب  در مجموعه،2

1 (91  2 (48  3 (55  4 (66  
xي  معادله -5 y z   1 xي اعداد صحيح نامنفي چند جواب با شرط   در مجموعه3    دارد؟3

1 (66  2 (55  3 (78  4 (91  

دستگاه  -6
x x x

x x

  
  

1 2 3

4 5

8
5

 ي اعداد طبيعي دارد؟  چند جواب در مجموعه

1 (13  2 (80  3 (84  4 ( 
 
 

1 2
4

  

xي  معادله -7 x x  1 2 3 1 xي اعداد صحيح نامنفي، چند جواب با شرط   در مجموعه7 1 x و 4 2   دارد؟5

1 (24  2 (36  3 (42  4 (45  
  سيب برسد؟3ها، دقيقاً  كه به يكي از آن وزيع كرد، به طوري نفر ت4 سيب يكسان را بين 5توان  به چند طريق مي -8

1 (6  2 (10  3 (24  4 (40  
xي  معادله -9 y z w   2  ي اعداد طبيعي چند جواب دارد؟  در مجموعه9

1 (15  2 (16  3 (21  4 (22  
xي  معادله -10 x x x   1 2 3 4 1 ixب با شرط  اعداد صحيح نامنفي، چند جوا ي  در مجموعه8  i دارد؟ 4 { , , , } 1 2 3 4 

1 (10  2 (18  3 (135  4 (255  
 ؟نمانداي خالي  كه هيچ لانه ي متمايز قرار بگيرند، به طوري  لانه4توانند در   كبوتر يكسان به چند طريق مي11 -11

1 (120  2 (210  3 (285  4 (364  
  نفر توزيع كرد؟3 مداد يكسان را بين 4ر يكسان و  خودكا5توان  به چند طريق مي -12

1 (36  2 (45  3 (240  4 (315  
 آيد؟ دست مي  بهtemyي   كلمهs حرف 3 با حذف هر systemsي  در چند جايگشت از حروف كلمه -13

1 (10  2 (20  3 (35  4 (56  

Aفرض كنيد    -14 ( , , ) 10    ،B ( , , ) 10    و C ( , , ) 10       3 سه نقطه در فضاي درون و روي محيط مثلث      .  باشندABC    چند نقطه با 
 مختصات صحيح وجود دارد؟

1 (36  2 (45  3 (55  4 (66  
 كه به هر نفر حداقل يك سكه برسد؟  نفر تقسيم كرد طوري3 ريالي را بين 100 ريالي و يك سكه 50 سكه 7توان  به چند طريق مي -15

1 (28  2 (56  3 (63  4 (84  
  

*
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xي  هاي صحيح و نامنفي نامعادله تعداد جواب -16 x x  1 2 3   چند است؟7

1 (120  2 (80  3 (54  4 (36  

x)ي  نامعادله -17 x )  3
1 21 6 1 2   چند جواب طبيعي دارد؟7

1 (3  2 (8  3 (9  4 (11  

x)تعداد جملات حاصل از بسط  -18 y z)    چند تاست؟9

1 (55  2 (60  3 (24  4 (36  

a)در بسط  -19 b c d)     باشد؟b چند جمله وجود دارد كه فاقد حرف 7

1 (12  2 (24  3 (36  4 (120  
 )80سراسري ـ (  )تكرار مجاز است (توان ساخت؟   نوع گل مختلف مي  5 تايي گل از 3ي چند دسته  -20

1 (24  2 (32  3 (35  4 (42  
xي  معادله -21 x x x   1 2 3 4 ix با شرط 6 Z و ix  80آزاد ـ (   چند جواب دارد؟( 

1 ( 
 
 

9
6

  2 (   
   

   

8 7
6 5

  3 (   
   

   

9 8
6 5

  4 (   
   

   

1 0 9
6 5

  

xي  معادله -22 x x  1 2 31 0 2  )81آزاد ـ (   دارد؟غير منفي   چند جواب صحيح ،0

1 (30  2 (31  3 (33  4 (41  

xي   معادله -23 x x
x

  1 2 3
3

1  )82آزاد ـ (   دارد؟غيرمنفي   ، چند جواب صحيح 0

1 (10  2 (13  3 (14  4 (9  

x)ي  معادله -24 x ) x x   3
1 2 3 4 2  )85آزاد ـ (   طبيعي دارد؟ ب چند جوا0

1 (21  2 (11  3 (22  4 ( 
 
 

2 3
2 0

  

  



  
  

  معادلات خطي با ضرايب واحد
  

  هاي تشريحي پاسخ
  

kxي  هــاي صــحيح و نـامنفي معادلــه  تعـداد جــواب   )3( ي گزينه -1 x ... x n   1 n برابــر اســت بـا  2 k

k

  
  

1
1

ي  لــذا بــراي معادلــه. 

x y z     :ريم دا،5

k , n
 تعداد جواب هــا    

          

5 3 1 7
3 5 2 1

3 1 2
  

 تـايي برابـر     3هاي ساختن دسته گل       لذا روش .  شاخه انتخاب كنيم   x6 و   … ،x1، x2 نوع گل موجود، به ترتيب       6فرض كنيد از      )3( ي گزينه -2
xي  في معادلههاي صحيح و نامن است با تعداد جواب x x x x x     1 2 3 4 5 6   :، كه برابر است با3

          
   

8 8 8 7 6 5 665 3
  

  :كنيم  سيب را بين نفرهاي اول دوم توزيع مي5ابتدا   )4( ي گزينه -3

x x
 روش هــاي توزيــع 

    
 

1 2
6

5 6
1

  

اكنون  9 5   :مكني مانده را بين نفرهاي سوم و چهارم توزيع مي  سيب باقي4

x x
 روش هــاي توزيــع 

    
 

3 4
5

4 5
1

  

لذا طبق اصل ضرب جواب سؤال برابر است با 6 5 3 0.  

kxي    هاي طبيعي معادله    تعداد جواب   )3( ي گزينه -4 x ... x n   1 n برابر است با     ،2

k

 
  

1
1

ي  هـاي طبيعـي معادلـه     لـذا تعـداد جـواب     . 

x y z   1  برابر است با 2 
  

1 2 1
5 5

3 1
.  

  :ها برابر است با  تعداد جواب،)2(ي  با توجه به قضيه  )1( ي گزينه -5

k , n , x
 تعداد جواب هــا     

           

1 3 3 1 3 1 2
3 1 3 3 6 6

3 1 2
  

xهاي    معادله  )3( ي گزينه -6 x x  1 2 3 x و   8 x 4 5  ترتيب داراي     به ،Nي     در مجموعه  5 
  

8 1
3 1

 و    
  

5 1
2 1

. باشـند    جواب مي  

هاي طبيعي دستگاه مورد نظر برابر است با  لذا طبق اصل ضرب تعداد جواب   
    

   

4 7
8 4

1 2
.  

ها برابر است با   تعداد جواب)2(ي با توجه به قضيه  )2( ي گزينه -7    
  

1 7 3 1 4 6
3 6

3 1
   

xي اعداد صحيح   دقت كنيد كه در مجموعه:توجه  x معادل 5    .  است6
xي    هاي صحيح و نامنفي معادله      جواب سؤال برابر است با تعداد جواب        )3( ي گزينه -8 x x x   1 2 3 4  3 هـا برابـر   ix با اين شرط كه يكـي از        ،5

لذا ابتدا به    . باشد 
 
 

4
1

xفرض كنيد   .  است پيدا كرد   3توان متغيري را كه برابر         طريق مي   1 x دراين صورت معادله به صورت       ،3 x x  2 3 4  تبـديل  2

ر هاي صحيح و نامنفي آن براب شود كه تعداد جواب مي 
 

 

4
6

2
هاي توزيع مطلوب سؤال برابر است با  لذا طبق اصل ضرب تعداد روش.  است 4 6 2 4.  

  .شمارد تكراري را نمي به اشتباه حالتي را ، باشند و اين روش شمارش3توانند برابر  ي متغيرها نمي  است، ديگر بقيه3 دقت كنيد كه وقتي يكي از متغيرها برابر :تذكر

A 

B 

B 

A

A 

B 

B 

C 
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  :بندي كنيم  حالتx غير از يك است، بايد براي xچون ضريب   )4( ي گزينه -9

x y z w ــا  تعداد جواب ه 
        

 

6
1 7 15

2
  

x y z w ــا  تعداد جواب ه 
        

 

4
2 5 6

2
  

x y z w ــا  تعداد جواب ه 
        

 

2
3 3 1

2
  

xواضح است كه به ازاي   :ها برابر است با آيد، لذا تعداد جواب  براي معادله جواب طبيعي به دست نمي4  1 5 6 1 2 2  
 :ها برابر است با  تعداد جواب)2(ي  با توجه به قضيه  )1( ي گزينه -10

                  

1 8 4 1 4 4 4 4 5 5 4 3 1 064 1 3
  

xي    هـاي طبيعـي معادلـه        تعداد جـواب   ي متمايز، متناظر پيدا كردن       لانه 4 كبوتر در    11هاي توزيع     روش  )1( ي گزينه -11 x x x   1 2 3 4 1 ، كـه برابـر     1
  :است با

             

1 1 1 1 0 1 0 9 8 1 2 064 1 3
  

xي  هاي صحيح و نامنفي معادلـه   نفر، برابر است با تعداد جواب 3 خودكار يكسان بين     5هاي توزيع     روش  )4( ي گزينه -12 x x  1 2 3  كـه برابـر   5

است با    
 

 

7
2 1

2
xي  هاي صحيح و نامنفي معادلـه   نفر نيز، برابر است با تعداد جواب    3 مداد بين    4هاي توزيع     چنين روش   هم.  x x  1 2 3  كـه  ،4

برابر است با  
 

 

6
1 5

2
 مداد برابر است با 4 خودكار و 5هاي توزيع   لذا طبق اصل ضرب تعداد روش. 1 5 2 1 3 1 5. 

 فـضاي  5 در sترتيب تعداد حروف     به x5 و   …،  x1  ،x2فرض كنيد   .  قرار دهيم  temy را در بين حروف كلمه       s حرف   3 بايد   )3( ي گزينه -13
xدر اين صورت    .  باشد temyخالي ابتدا، انتها و بين حروف كلمه         ... x  1 5  و لذا پاسخ برابر تعداد جوابهاي اين معادله در مجموعه اعـداد             3

صحيح نامنفي يعني برابر  
 

 

7
35

4
  . است

x برابر   ABCفحه مثلث    معادله ص  )4( ي گزينه -14 y z    است و درون و روي محيط اين مثلث نقـاطي از صـفحه اسـت كـه هـر سـه             10

پس پاسخ مسأله برابر .  آنها نامنفي استz و x ،yمختص  
 

 

12
66

2
 . است

x ريالي برابر تعداد جوابهـاي معادلـه         50هاي     انتخاب وجود دارد و تعداد راههاي توزيع سكه        3 ريالي   100براي سكه    )3( ي گزينه -15 x x  1 2 3  در  7

xمجموعه اعداد صحيح با شرايط  1 1 ،x 2 x و 1 3  يعني برابر  
 

 

7
21

2
پس پاسخ برابر .  است 3 21   . است63

tبا فرض   )1( ي گزينه -16  داريم :  x x x x x x t       1 2 3 1 2 37 7  

ــواب در  ــداد ج ــه تع ــه   نتيج ــامنفي معادل ــحيح و ن ــاي ص xي  ه x x t   1 2 3 ــواب ،7 ــداد ج ــا تع ــه    ب ــامنفي نامعادل ــحيح و ن ــاي ص ي  ه

x x x  1 2 3 لذا جواب سؤال برابر است با .  برابر است7 
 

 

1 0
1 2 0

3
.  

x)  :با توجه به فرض سؤال داريم   )4( ي گزينه -17 x ) x x      3
1 2 1 21 6 1 2 7 3 5  

x x  تعــداد جــواب طبيعــي   
     

 
1 2

2
3 2

1
  

x x  تعــداد جــواب طبيعــي   
     

 
1 2

3
4 3

1
  

x x  تعــداد جــواب طبيعــي   
     

 
1 2

4
5 4

1
  

ي مورد نظر داراي  لذا نامعادله  4 3 2   .  جواب طبيعي است9

B 

B 

A 

B 

B 

B 

B 

B 
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nتعداد جملات حاصل از بسط      : تذكر  )1( ي گزينه -18
k(x x ... x )  1 n برابر است با     2 k

k

  
  

1
1

ي صـحيح و    هـا    يعنـي همـان جـواب      ،

kxي  نامنفي معادله ... x n  1  . لذا جواب سؤال برابر است  
  

9 3 1
5 5

3 1
.  

a)تعداد جملات بسط      )3( ي گزينه -19 b c d)   ي   هـاي صـحيح و نـامنفي معادلـه           باشند، برابر اسـت بـا تعـداد جـواب          b كه فاقد حرف     7
x x x x   1 2 3 4 xكه   به شرط اين7 2 :  

x x x
 تعداد جواب هــا 

     
 

1 3 4
9

7 3 6
2

  

  :پس. دهيم ي نشان مx5 و ... ،x1، x2هاي از هر نوع را با  تعداد گل  )3( ي گزينه -20

i ix ... x , x Z , x ــا  تعداد جواب ه
    

              
1 5

3 5 1 7
3 35

5 1 4
  

  :هاي صحيح نامنفي اين معادله برابر است با تعداد جواب  )1( ي گزينه -21
      

           

6 4 1 9 9
4 1 3 6

  

  :كنيم يدا مي حالت پ3ها را در  تعداد جواب.  باشد2 يا ، 1تواند   تنها ميx3واضح است كه   )3( ي گزينه -22

) x x x

) x x x

) x x x

ــا  تعداد جواب ه

ــا  تعداد جواب ه

ــا  تعداد جواب ه

  
        

 
       

 
     

3 1 2

3 1 2

3 1 2

20 2 1
1 20 21

2 1
11

2 1 10 11
1

3 2 1





  

پس روي هم   1 1 1 2 1 3   . جواب داريم3
xمعادله را به صورت   )3( ي گزينه -23 (x x x )  3 1 2 3 1   :كنيم بندي مي ها را حالت نويسيم و جواب  مي0

) x x x x x x ــا  تعداد جواب ه
  

            
3 1 2 3 1 2

9 2 1
1 1 10 9 10

2 1
  

) x x x x x x ــا  تعداد جواب ه 
           

 
3 1 2 3 1 2

4
2 2 5 3 4

1
  

ي اصلي  پس معادله. پذير نيست  ها امكانixه دليل نامنفي بودن هاي ديگر ب حالت 1 0 4 1   .  جواب دارد4
xچون    )2( ي گزينه -24 x 1 2 x، پس قطعاً    2 x 1 2 33، زيرا   2 2 هـاي طبيعـي دو        بايـد تعـداد جـواب      بنابراين بـراي حـل تـست،      . 0

xي    معادله x 1 2 xو   2 x 3 4 1 ي دوم      جواب و معادله   1ي اول     معادله.  را بيابيم  2 
  

1 2 1
1 1

2 1
دركـل طبـق اصـل ضـرب،     .  جـواب دارد  

 1 1 1 1   . جواب داريم1
  

B 

C 

B 

B 

B 

B 

C 



  
  

  ول و عدم شمولاصل شم: 3-6
  
  

  . كند ي زير به درك بهتر اين موضوع كمك ميقبل از شروع بحث مساله. يكي از ابزارهاي قوي شمارش اصل شمول و عدم شمول است

Sي  از مجموعهچند عضو  : 6 ي مسأله { , , ,...., } 1 2 3 4   پذير است؟   بخش3 يا 2 بر ،0

 2، اعدادي باشند كه بـر  A1ي    فرض كنيد مجموعه  . پذيرند بشماريم    بخش 3 يا   2 بر    عضو است كه بايد اعدادي را كه       40 شامل   Sي     مجموعه :حل
  :در اين صورت داريم). 3مضرب (پذيرند   بخش3،  شامل اعدادي باشد كه بر A2ي  و مجموعه) 2مضارب (پذيرند  بخش

| A | [ ] , | A | [ ]   1 2
4 0 4 02 0 1 32 3  

Aي    اعضاي مجموعه (پذيرند     بخش 3 و هم بر     2ا برخي از اعداد كه هم بر        ام A1 2 (   هم درA1     و هم در A2  در واقع مـضارب    . اند   شمرده شده
|از  ها را  بار آن اند كه بايد يك دوبار شمرده شده) 6مضارب (هر دو عدد  A | | A |1   : پس داريم.  كم كنيم2

  پذيرند  بخش3 يا 2اعدادي كه بر = پذيرند   بخش3اعدادي كه بر + پذيرند   بخش2اعدادي كه بر -پذيرند   بخش3 و هم بر 2اعدادي كه هم بر 
| A A | | A | | A | | A A |  1 2 1 2 1 2   

| A A | [ ] | A A |      1 2 1 2
4 0 6 2 0 1 3 6 2 76   

  پذيرند؟  بخش3 و نه بر 2عضو از مجموعه نه بر چند  ي قبل، مسالهدر  : 7 ي مسأله

Aي  مجموعه:حل A1 2پذيرند كه همان متمم مجموعه   بخش3 و نه بر 2اي است كه اعضاي آن نه بر   مجموعهA A1 2است :  
A A | A A | | S | | A A |     1 2 1 2 1 2 4 0 2 7 1 3    

   مجموعه2ول و عدم شمول براي اصل شم 
ــد  ــرض كني ــهnA و ...،A1 ،A2ف ــند   مجموع ــاهي باش ــايي متن ــبه  . ه ــراي محاس ــولي ب ــول فرم ــدم ش ــمول و ع ــضاي  اصــل ش ــداد اع ي تع

nA A ... A1 2        بر حسب تعداد اعضاي A1  ،A2،...   و nA  ايـن فرمـول را در   بخشدر اين . دهد  ها ارائه مي    هاي اين مجموعه     و اشتراك 
  .كنيم  شمارشي بيان ميآوريم و كاربردهاي آن را در حل مسائل  باشد به دست مي3 يا 2 برابر nحالتي كه 

  :صورت در اين. هايي متناهي باشند  مجموعهA2 و A1فرض كنيد  :4 ي قضيه
  | A A | | A | | A | | A A |  1 2 1 2 1 2   

 
  

 نفر به هـر دو      20ند و   دان   نفر زبان آلماني را مي     45ها زبان انگليسي و        نفر از آن   60.  عضو دارد  100ي تحقيقاتي      يك مؤسسه  : 8 ي مسأله
  دانند؟ نمييك از دو زبان را  چند عضو اين مؤسسه هيچ. اند زبان مسلط

ي اعـضايي كـه زبـان     مجموعه A2دانند و  ي اعضايي كه زبان انگليسي را مي    مجموعه A1ي اعضاي مؤسسه باشد،        مجموعه S فرض كنيد    :حل
  :صورت با توجه به فرض مسأله در اين. دانند آلماني را مي

| S | , | A | , | A | , | A A |   1 2 1 21 0 0 6 0 4 5 2 0  
ي   داننـد، برابـر مكمـل مجموعـه         هـاي انگليـسي و آلمـاني را نمـي           يـك از زبـان      ي اعضايي كه هـيچ      مجموعه

A A1   :ت بالذا تعداد اين اعضا برابر اس.  است2
| S | | A A | | S | | A | | A | | A A |         1 2 1 2 1 2 1 0 0 6 0 4 5 2 0 1 5   

  

2A1A

1A

S

2A
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Sي  چند عدد از مجموعه : 5 تست { , ,..., } 1 2 1 0   پذيرند؟  بخش3 و 2 حداقل بر يكي از 0
1 (50  2 (63  3 (67  4 (83  

  :صورت در اين. پذيرند  بخش3 و 2 باشند كه به ترتيب بر Sي اعضايي از   مجموعهA2 و A1 فرض كنيد :حل

| A | [ ] , | A | [ ]   1 2
1 0 0 1 0 05 0 3 32 3  

Aچنين    هم A1 2 ي اعضايي از       مجموعهS       پذيرند، لذا      بخش 3 و   2 است كه بر هر دويA A1 2 ي اعضايي از   مجموعهS    6 اسـت كـه بـر 

|پذيرند، پس     بخش A A | [ ] 1 2
1 0 0 1 66 .ي اعضايي از      مجموعهS       پذيرنـد برابـر        بخش 3 و   2 كه حداقل بر يكي ازA A1 2     اسـت، لـذا 

  :پاسخ برابر است با
| A A | | A | | A | | A A |      1 2 1 2 1 2 5 0 3 3 1 6 6 7   

  . درست است3ي  براين گزينهبنا
  

Aي  تابع پوشا از مجموعهچند  : 9 ي مسأله {a,b,c}ي   مجموعهه بB { , } 1   توان نوشت؟  مي2

  :  جاي خالي زير را پر كنيم3، بايد B به A، از fاولاً دقت كنيد كه براي تشكيل يك تابع مانند :حل
f (a) , f (b) , f (c)    

پر كرد، بنابراين در كل ) 2 يا 1با اعداد (  حالت 2توان به  مثلاً در حالت كلي بدون هيچ شرطي، هريك از جاهاي خالي را مي        2 2 2  تـابع از  8
A   به B بايد تعداد توابعي را حـساب كنـيم   براي اين منظور. كنيم  حال براي حل مسأله،  ابتدا تعداد توابع غير پوشا را حساب مي            . توان تشكيل داد     مي 

  :داريم. ها نيست  در برد آن2و1كه حداقل يكي از اعداد 
 | در بردشان نيست 1 كه B به A تعداد توابع از 1 A |1  
 | در بردشان نيست 2 كه B ه بA تعداد توابع از 1 A |2  

  تعداد توابع از A بر B در بردشان نيست 2 و 1 كه | A A |1 2  
 32 | B به A كل توابع از 8 S |  

| A A | | S | | A | | A | | A A |      1 2 1 2 1 2 8 2 6   
f نظر فرض كنيم  اگر براي تابع مورد :راه دوم  (c)   ،f (b)  و f (a) ، براي پوشا بودن f در جاهاي 2 و 1 بايد هر دو عدد 

  :شوند  دو بار تكرار ميB هستند، يكي از اعضاي B ولي چون جاهاي خالي يكي بيشتر از اعضاي ،خالي قرار بگيرند
  2 و 1هاي پر كردن جاهاي خالي با  تعداد روش= هاي انتخاب عضو تكراري تعداد روش× د جايگشت اعضاي برد تعدا

! 
   
 

2 3 621
  

  . ايم هاي اعضاي برد، با يك جايگشت با تكرار كه دو عضو يكسان دارد، مواجه دقت كنيد كه در جايگشت
  

   اول باشد؟ 48جود دارد كه نسبت به  و700تر يا مساوي  كوچكچند عدد طبيعي  : 10 ي مسأله

 اعدادي نسبت به     :حل 44 8 2 هـاي مـتمم درنظـر        هـا را مجموعـه      iA. پذير نباشـند     بخش 3 و   2 اول هستند كه بر هيچ يك از عوامل اول           3
  :گيريم مي

| A | [ ]  1
7 0 0 3 5   پذيرند خش ب2 تعداد اعدادي كه بر 02

| A | [ ]  2
7 0 0 2 3   پذيرند  بخش3 تعداد اعدادي كه بر 33

| A A | [ ]  1 2
7 0 0 1 1 66 پذيرند  بخش3 و 2 تعداد اعدادي كه بر  

| A A | | S | | A | | A | | A A |        1 2 1 2 1 2 7 0 0 3 5 0 2 3 3 1 1 6 2 3 3   
  







302  

   مجموعه3اصل شمول و عدم شمول براي  
 مطـابق نمـودار ون      ،صورت  در اين . هايي متناهي باشند     مجموعه A3 و   A1  ،A2فرض كنيد    :5 ي قضيه

  :مقابل داريم
| A A A |

| A | | A | | A | | A A | | A A | | A A | | A A A |



     
1 2 3

1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 3

 
    

  
 

   وجود دارند؟2و  ،1 رقمي، هر سه رقم 5در چند عدد  : 11 ي مسأله
  :صورت  رقمي باشد، در اين5ي اعداد   مجموعهS فرض كنيد :حل

  
ي آخـر     دارنـد و دسـته     را ن  1ي ديگر اعدادي كـه رقـم           را ندارند، دسته   يك دسته اعدادي كه رقم      .  براي ما مطلوب نيستند    Sسه دسته از اعضاي     

، A1يـك از   اعداد مطلوب اعدادي هـستند كـه در هـيچ   . دهيم  نشان ميA3 و A1 ،A2اين سه دسته را به ترتيب با .  را ندارند2اعدادي كه رقم  
A2 و A3قرار ندارند .  

  : را ندارند، لذا رقمي است كه رقم 5ي اعداد   برابر مجموعهA1ي  مجموعه

  
|طور مشابه  به A | | A |   4

2 3 8 Aي  مجموعه. 9 A1 2هاي  يك از رقم  رقمي است كه هيچ5ي اعداد   برابر مجموعه را ندارند، لذا1 و:  

  
|طور مشابه     به A A | | A A |   4

1 3 2 3 7 8  .ي    مجموعهA A A1 2 3   هـاي  يك از رقـم   رقمي است كه هيچ5داد ي اع  برابر مجموعه 
، 1را ندارند، لذا 2و:  

  
  :پس پاسخ مسأله برابر است با

| S | | A A A | | S | | A | | A | | A | | A A | | A A | | A A | | A A A |        2 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 3        
          4 4 5 4 5 59 1 0 2 8 9 9 2 7 8 8 7  

  كار رفته باشد؟  بار به  حداقل يك3 و 2، 1هاي  ها هريك از رقم  رقمي وجود دارد كه در آن4چند عدد  : 12 ي مسأله
ي    را به ترتيـب مجموعـه      A3 و   A1، A2يعني  . گيريم  در نظر مي  ) فاقد ويژگي خواسته شده   (هاي متمم     ها را مجموعه  iA مطابق مثال قبل     :حل

Aهـاي   اما تفاوت اين مثال با مثال قبل در اين است كه مجموعـه .  به كار نرفته باشد3 و 2، 1ها ارقام  گيريم كه در آن اعدادي در نظر مي   A1 2، 
A A2 3 و A A1 3گويند اين حالت را حالت متقارن مي. بر استها با هم برا  مشابهند، يعني تعداد اعضاي آن:  

| A A A | | S | | A | | A A | | A A A |    1 2 3 1 1 2 1 2 33 3      
| S |  39 1 0  
| A | | A | | A |    3

1 2 3 8 9  
| A A | | A A | | A A |    3

1 2 2 3 1 3 7 8    
| A A A |  3

1 2 3 6 7   
| A A A | ( ) ( )         3 3 3 3

1 2 3 9 1 0 3 8 9 3 7 8 6 7   

  : ي زير استفاده كرد توان از رابطه ي ويژگي متقارن مkهاي با  در حالت كلي براي سوال :1 ي نكته
k

k
k

| A A ... A |

k k k k
| S | (| A |) (| A A |) (| A A A |) ( ) | A ... A |

k



       
            
       

1 2

1 1 2 1 2 3 1000 1
1 2 3

  

    
  

  

در ايـن كتـاب نيـز از        . هاي قبل كافي است     الزامي نيست و استفاده از مفاهيم به كار گرفته شده در مثال             ي بالا خيلي هم       البته به خاطر سپردن رابطه    
  .  به عنوان روش اول حل مسائل استفاده نشده استاين نكته

  

4109101010109 || S

| A |  5
1 9 9 9 9 9 9

| A A |  5
1 2 8 8 8 8 8 8

| A A A |  5
1 2 3 7 7 7 7 7 7 

A2

A3

A1S
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  طوري كه به هر يك حداقل يك كتاب برسد؟  نفر تقسيم كرد به3توان بين   كتاب مختلف را به چند طريق مي5 : 6 تست
1 (120  2 (150  3 (210  4 (240  

|صورت   نفر باشد، در اين3 كتاب بين    5هاي توزيع     ي كل روش     مجموعه S فرض كنيد    :حل S | سه .  انتخاب وجود دارد3يرا براي هر كتاب ، ز53
هايي كـه بـه نفـر دوم هـيچ            ي دوم توزيع    هايي كه به نفر اول هيچ كتابي نرسيده است، دسته           ي اول توزيع    دسته. ها مطلوب نيستند    دسته از اين توزيع   

 نـشان   A3  و    A1  ،A2 دسـته را بـه ترتيـب بـا           اين سـه  . هايي كه به نفر سوم هيچ كتابي نرسيده است          ي سوم توزيع    كتابي نرسيده است و دسته    
  .قرار ندارند A3 و A1 ،A2يك از  هايي هستند كه در هيچ هاي مطلوب آن توزيع. دهيم مي

|ها به نفر اول كتاب نرسيده است، لذا  هايي است كه در آن  ي توزيع    مجموعه A1ي    مجموعه A | 5
1 ، زيرا هر كتـاب بايـد بـه نفـر دوم يـا سـوم       2

|طور مشابه     به.  انتخاب وجود دارد   2برسد، پس براي هر كتاب       A | | A |  5
2 3 Aي    مجموعه. 2 A1 ها  هايي است كه در آن  ي توزيع    مجموعه 2

|به نفر اول و دوم هيچ كتابي نرسيده است، پس            A A | 1 2 Aفقط يك توزيع در      (1 A1  كتـاب بـه نفـر سـوم         5 قرار دارد، توزيعي كه هر       2
|طور مشابه    به). رسيده است  A A | | A A |   1 3 2 3 Aي    مجموعه. 1 A A 1 2 ها به نفر اول،      هايي است كه در آن      ي توزيع     مجموعه  3

|دوم و سوم هيچ كتابي نرسيده است، لذا  A A A |  1 2 3 اگيريم پاسخ مسأله برابر است ب نتيجه مي. ، زيرا چنين توزيعي وجود ندارد:  
| S | | A A A |       5 5

1 2 3 3 3 2 3 1 5 0  
  . درست است2ي  بنابراين گزينه

  

هاي انتخاب تعدادي شيء از چند نوع شيء، به شرطي كه از هر نوع به تعداد كافي شـيء موجـود باشـد، فرمـولي ارائـه                              قبل براي تعداد راه    بخشدر  
ها را انتخـاب      توان تعداد مشخصي از آن      خواهيم ببينيم به چند طريق مي       يم. حال فرض كنيد از هر نوع به تعداد كافي شيء وجود نداشته باشد            . داديم
  .ي بعد توجه كنيد به مسأله. كرد

   سكه انتخاب كرد؟13توان   به چند طريق مي، توماني50ي   سكه11 توماني و 25ي   سكه5 توماني، 10ي   سكه8از بين   : 13 ي مسأله

x توماني انتخاب كنيم، در ايـن صـورت   50ي   سكه x3 توماني و    25ي     سكه x2وماني،   ت 10ي     سكه x1 فرض كنيد    :حل x x  1 2 3 1 بايـد تعـداد   . 3
x را با شرايط      هاي اين معادله    جواب 1 8  ،x 2 5   و x 3 1 1 فرض كنيد   .  بيابيمS ي اعـداد      در مجموعه   هاي اين معادله    ي جواب    مجموعه

|صحيح نامنفي باشد، در اين صورت        S |
 

  
 

1 5
1 0 5

2
xي كـه    هـاي   يـك دسـته جـواب     .  مطلوب نيستند  Sهاي    سه دسته از جواب   .  1 ي ديگـر      دسـته  ،9

xهايي كه  جواب 2 xهايي كه  ي آخر جواب  و دسته6 3 1   :در اين صورت. ناميم  ميA3 و A1 ،A2اين سه دسته را به ترتيب . 2
( )

| A |

( )
| A |

( )
| A |

       
     
   

       
     
   

       
     
   

1

2

3

1 3 3 1 9 6
1 5

2 2
1 3 3 1 6 9

3 6
2 2

1 3 3 1 1 2 3
3

2 2

 

 

 

  

Aبه وضوح  A1 2، A A1 3، A A2 3 و A A A1 2 3 پس پاسخ برابر است با.  همگي تهي هستند:  
| S | | A A A | ( )     1 2 3 1 0 5 1 5 3 6 3 5 1   

xي  معادله : 7 تست y z   1 xي اعداد صحيح با شرايط   در مجموعه3 2 5 ،y  4 و z     چند جواب دارد؟3
1 (10  2 (15  3 (20  4 (25  

xي    هاي معادله   ي جواب    مجموعه S فرض كنيد    :حل y z   1 xي اعداد صحيح با شـرايط          در مجموعه  3  2  ،y     و z  در .  باشـد  3
xها    هايي كه در آن     ي اول جواب    دسته. ها نامطلوبند   صورت دو دسته از اين جواب       اين  yهايي كه     ي دوم جواب    و دسته  6  اين دو دسته را به     . 5

A و   S  ،A1  ،A2ي  هـا    هـر يـك از مجموعـه      . دهـيم    نـشان مـي    A2 و   A1ترتيب بـا     A1 2،  ي   هـاي صـحيح  معادلـه        ي جـواب     مجموعـه
x y z   1   :اند با شرايطي كه در زير ذكر شده هستند 3

S: x , y , z A : x , y , z     12 3 6 3   
A : x , y , z A A : x , y , z     2 1 22 5 3 6 5 3  
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S ،yي مرجع  توجه كنيد كه چون در مجموعه(   و z  A و 3 S1 پس در اين مجموعه نيز ،y   و z  3.(  

|،  ) قبل از بخش ( ،)3(ي    بنا بر قضيه   S |
 

  
 

1 0
2

  ،| A |
 

  
 

1
6
2

| و    A |
 

  
 

2
5
2

|چنين به وضوح      هم.  A A |1 2  . هاي مطلـوب،    حال جواب 

  :ها برابر است با تعداد آن.  قرار ندارندA2 و A1يك از   هستند كه در هيچSهايي از  جواب

| S | | A A | ( ) ( )
     

             
     

1 2
1 0 6 5

4 5 1 5 1 0 2 0
2 2 2

   

  . درست است3ي  بنابراين گزينه
  

  :تابع حسابي اويلر 
  . اند  اولn كه نسبت به nتر  يا مساوي با   عبارت است از تعداد اعداد طبيعي كوچك(n).  باشد1تر از   طبيعي بزرگي عددnفرض كنيد 

 مثال: ( ) 1 0 1تر از  كوچكعداد طبيعي ازيرا  ،4 1 كه نسبت به 0   .9 و 7، 3، 1اند، عبارتند از   اول0

n) عدد طبيعي باشد nفرض كنيد  :6 ي قضيه ) k  :  آن به صورت زير باشدn نمايش متعارف   و2
kn p p ...p 21

1 2  
  : در اين صورت داريم

k
(n) n( )( )...( )

p p p
    

1 2

1 1 11 1 1  
  

(p) گاه ٱن  عدد اول باشدp واضح است كه اگر :1تذكر  p  1.  
: تابع :2تذكر   نامند  را تابع حسابي اويلر مي .  

 دانيم   مي:مثال 22 0 2 ) لذا ،5 ) ( )( )    1 12 0 2 0 1 1 82 5.  

}ي  چند عدد از مجموعه : 8 تست , ,..., }1 2 1 5   ؟ اند اول 150 نسبت به 0
1 (4 0  2 (4 8  3 (5 0  4 (6 0  

 اعدادي نسبت به    :راه اول : حـل    2150 2 3  را به ترتيب A3 و A1 ،A2اگر . پذير نباشند  بخش5 و 3، 2اند، كه بر هيچ يك از اعداد   اول5
}ي اعدادي از  مجموعه , ,..., }1 2 |پذيرند، مقدار   بخش5 و 3، 2 در نظر بگيريم كه بر 150 A A A |1 2 3 داريم. خواهيم  را مي :  

| A A A | | S | | A | | A | | A | | A A | | A A | | A A | | A A A |       1 2 3 1 2 3 1 2 2 3 1 3 1 2 3        

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]                150 150 150 150 150 150 150150 150 75 50 30 25 10 15 5 402 3 5 6 15 10 30  

) جواب سوال :راه دوم ) 1 5  است و چون 0   21 5 0 2 3 ): ، داريم5 ) ( )( )( )     1 1 11 5 0 1 5 0 1 1 1 4 02 3   . درست است1ي  بنابراين گزينه5
  

 . اند  اولn عدد نسبت به (n) عدد صحيح متوالي، nاز هر  :2 ي نكته
  

}ي  موعهچند عدد از مج : 14 ي مسأله , ,..., }4 1 4 2 1 2   اند؟   اول20 نسبت به 0

): ، لذا جواب سوال برابر است با)تا20تا 4( عدد متوالي است 80ي موردنظر شامل   مجموعه:راه حل ) ( )( )      1 14 2 0 4 2 0 1 1 3 22 5  

}ي   متعلق به مجموعهaبه ازاي چند عدد  : 9 تست , ,..., }1 2 1 0 axي  ي سياله  معادله5 y 105    جواب دارد؟ 6
1 (3 6  2 (4 8  3 (6 0  4 (7 2  

,a)معادله در صورتي جواب دارد كه        :حل ) |1 0 5 دانيم    چنين مي   ، هم 6  1 0 5 3 5  و   7 6 2 ، لـذا معادلـه در صـورتي جـواب دارد كـه       3
(a, )1 0 چـون  .  اول باشـد   35 بايـد نـسبت بـه        aپـذير باشـد، يـا معـادلاً            بخـش  7 و   5 نبايـد بـر هـيچ يـك از اعـداد             a يعني   ، باشد 3 يا   1 برابر   5
 1 0 5 3 3 }ي   لذا در مجموعه،5 , ,..., }1 2 1 0 ) دقيقاً 5 ) 3 3 5 7   . درست است4ي  بنابراين گزينه. اند  اول35 عدد نسبت به 2

  





  
  
  

  اصل شمول و عدم شمول
  

  اي هاي چهارگزينه پرسش
  
  

}ي  چند عدد از مجموعه -25 , ,..., }1 2 1 0  ؟نيستندپذير   بخش3 بر 0

1( 33  2 (45  3 (61  4 (67  
  وجود دارد؟2 رقم ،4 و ، 1، 2، 3 رقمي با ارقام 4در چند عدد  -26

1 (128  2 (264  3 (400  4 (308  
فر در هـر دو  چند ن. اند  كنكور شركت نكرده2 نفر در هيچ يك از 25 نفر در كنكور آزاد و 30 نفر در كنكور سراسري، 50 داوطلب كنكور، 80در بين   -27

 اند؟ كنكور شركت كرده

1 (  2 (5  3 (25  4 (30  
. اند   نفر هيچ يك از دو واكسن را تزريق نكرده         60در ضمن   . اند   نفر واكسن كزاز را تزريق كرده      90 نفر واكسن فلج اطفال و       80 نوزاد،   200در بين    -28

 اند؟ ن را تزريق كرده نوزاد فقط يكي از دو واكس200چند تا از اين 

1 (110  2 (120  3 (130  4 (140  
}ي  چند عدد از مجموعه -29 , ,..., }1 2 1 0  ؟ اند و نه مكعب كامل  نه مربع كامل0

1 (84  2 (86  3 (88  4 (90  
  وجود دارند؟2 و 1 حداقل يكي از ارقام 4 و 3 ،2 ،1 رقمي با ارقام 4در چند عدد  -30

1 (110  2 (66  3 (132  4 (240  
  حداقل يك بار ظاهر شود؟3ها رقم   وجود دارد كه در آن3 و ، 1، 2 رقمي با ارقام 4چند عدد  -31

1 (101  2 (138  3 (142  4 (156  
 رند؟ وجود دا1 و  رقم 2 هر 3 و ، 1، 2 رقمي با ارقام 4در چند عدد  -32

1 (54  2 (57  3 (73  4 (111  
}ي  چند عدد از مجموعه -33 , ,..., }1 2 1 0  ؟نيستندپذير   بخش3 و 2يك از اعداد   بر هيچ 0

1 (55  2 (50  3 (41  4 (33  
}ي  چند عدد از مجموعه -34 , ,..., }1 2 1 0  ؟نيستندپذير   بخش5 و 3 ،2 بر هيچ يك از اعداد 0

1 (33  2 (31  3 (30  4 (26  
  باشد؟ظاهر شده حداقل يك بار 5 و 2ها هر يك از دو رقم  چند عدد سه رقمي داريم كه در هر يك از آن -35

1 (52  2 (53  3 (56  4 (57  
}ي  چند عدد از مجموعه -36 , ,..., }1 2 1 0  پذيرند؟  بخش6 و 4 دقيقاً بر يكي از اعداد 0

1 (33  2 (37  3 (41  4 (25  
  وجود دارند؟2 و 1 هر دو رقم 5 و 4 ،3، 2، 1 ارقام  رقمي با4در چند عدد  -37

1 (194  2 (529  3 (610  4 (720  
  وجود دارد؟3 و 2، 1 دو تا از سه رقم  دقيقا5ً و 4، 3، 2، 1در چند عدد چهار رقمي با ارقام  -38

1 (300  2 (330  3 (360  4 (390  
 ؟ندارند سر جاي اصلي خود قرار r و d ،mيك از حروف   هيچdreamي  در چند جايگشت از حروف كلمه -39

1 (62  2 (64  3 (66  4 (68  
  وجود دارند؟gle و tri ،anهاي   حداقل دو تا از عبارتtriangleي  در چند جايگشت از حروف كلمه -40

1 (224  2 (240  3 (252  4 (258  
 ؟ ندارند هيچ حرفي در سر جاي اصلي خود قرارmailي  در چند جايگشت از حروف كلمه -41

1 (9  2 (10  3 (12  4 (13  

* 

* 

* 
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 رد؟طوري كه در هر اتاق حداقل يك نفر قرار گي  اتاق مختلف فرستاد به3توان به   نفر را به چند طريق مي4 -42

1 (34  2 (36  3 (40  4 (42  
 سكه دريافـت   3طوري كه هر يك از علي و رضا حداكثر            ي يكسان را بين علي، رضا، محمد و حسين توزيع كرد به              سكه 10توان     به چند طريق مي    -43

 كنند؟

1 (102  2 (108  3 (112  4 (128  
 ؟نباشدت كه تقارني توان نوش  چند رابطه ميA عضوي 3ي  روي مجموعه -44

1 (64  2 (272  3 (422  4 (448  
 ؟نباشدتوان نوشت كه پادتقارني  ي تقارني مي  چند رابطهA عضوي 3ي  روي مجموعه -45

1 (64  2 (56  3 (48  4 (42  
Aاگر  -46 { , , , } 1 2 3   باشد؟نداشتهيف كرد كه خاصيت پادتقارني داشته باشد، اما خاصيت انعكاسي توان تعر  ميA چند رابطه روي ،4

1 (1 23 5  2 ( 75 3  3 (63 4  4 (73  
 ان نوشت كه نه بازتابي باشد و نه پادتقارني؟تو  چند رابطه ميA عضوي 3ي  روي مجموعه -47

1 (145  2 (320  3 (259  4 (394  
 ؟نباشدتوان نوشت كه تقارني و پادتقارني باشد، اما بازتابي   ميA عضوي باشد، چه تعداد رابطه روي 5ي   يك مجموعهAاگر  -48

1 (32  2 (31  3 (1  4 (1 52  
  باشد؟نداشته باشد، اما خاصيت بازتابي (c,c) و (a,b)توان نوشت كه شامل   مي{a,b,c,d}ي متقارن روي  چند رابطه -49

1 (224  2 (256  3 (96  4 (448  
 ؟ندارندهاي بازتابي و پادتقارني را   هيچ يك از ويژگي{a,b,c}ي  ي متقارن روي مجموعه چند رابطه -50

1 (37  2 (41  3 (45  4 (49  

Aاگر  -51

 
   
  

1 1
1
1 1 1


 ،گاه چند ماتريس صفر و يك مانند   آنM 3 A وجود دارد كه نه 3 M و نهM A؟  

1 (72  2 (511  3 (439  4 (441  
 ؟نباشدي بازتابي و تقارني وجود دارد كه ترايايي  ، چند رابطهA عضوي 4ي  روي مجموعه -52

1 (49  2 (45  3 (42  4 (36  
 توان تعريف كرد؟  ميB عضوي 3ي   به مجموعهA عضوي 3ي  عهوچند تابع پوشا از مجم -53

  15) 4  9) 3  6)2  صفر ) 1
Aي  هعچند تابع پوشا از مجمو -54 { , , } 1 2 Bي   به مجموعه3 {a,b}توان تعريف كرد؟  مي 

1 (4  2 (5  3 (6  4 (8  
a}ي  تعداد توابع پوشا از مجموعه -55 ,b,c,d ,e}ي   به مجموعه{a ,b,c}كدام است؟  

1 (36  2 (126  3 (240  4 (150  

Mچند ماتريس صفر و يك مثل  -56 4 I وجود دارد كه در شرايط 4 M4  و TM M صدق كرده، ولي در شرط ( )M M 2 ؟نكند صدق 

1 (49  2 (36  3 (64  4 (32  
 بازتـابي بـوده و      Mچه تعداد از اعضاي     .  عضوي است  64 ، است A  ي   كه شامل تمام روابط متقارن تعريف شده روي مجموعه         Mي    مجموعه -57

  ؟نيستندترايايي 
1 (3  2 (4  3 (7   4 (8  

xي  معادله -58 y z   1 xي اعداد طبيعي با شرط   در مجموعه5    چند جواب دارد؟5

1 (21  2 (40  3 (55  4 (70  
xي  معادله -59 y z   1 xي اعداد صحيح نامنفي با شرايط   در مجموعه0  y و 4    چند جواب دارد؟5

1 (20  2 (25  3 (30  4 (35  
xي  معادله -60 y z   1 xي اعداد صحيح با شرايط   در مجموعه4 1 6 ،y 2 z و 6  7چند جواب دارد؟  

1 (20  2 (25  3 (30  4 (35  
xي  معادله -61 x x  1 2 3 ixي اعداد صحيح با شرط   در مجموعه8  7 چند جواب دارد؟ (i , , ) 1 2 3 

1 (20  2 (42  3 (45  4 (52  
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xي  معادله -62 x x  1 2 3 1 ixي اعداد صحيح با شرايط  وعهم در مج2 2 i) چند جواب دارد؟ 5 , , )1 2 3 

1 (10  2 (18  3 (23  4 (42  
xي  معادله -63 y z   1 }ي   در مجموعه2 , , , , , }1 2 3 4 5   چند جواب دارد؟6

1 (15  2 (20  3 (25  4 (30  
 كه به هر نفر حداقل يك سكه برسد؟  نفر تقسيم كرد طوري3 ريالي را بين 20 سكه 4 ريالي و 10 سكه 4توان  به چند طريق مي -64

1 (93  2 (109  3 (127  4 (153  
  اول باشد؟24 رقمي  وجود دارد كه نسبت به 2چند عدد  -65

1 (30  2 (45  3 (60  4 (75  
}ي  چند عدد از مجموعه -66 , ,..., }1 2 7  اند؟  اول70 نسبت به 0

1 (18  2 (24  3 (32  4 (36  
}ي  چند عدد از مجموعه -67 , ,..., }1 2 2 4  اند؟  اول60 نسبت به 0

1 (16  2 (24  3 (48  4 (64  
}ي  چند عدد از مجموعه -68 , ,..., }8 1 8 2 9 8  اند؟  اول30 نسبت به 0

1 (150  2 (160  3 (240  4 (300  
}ي  چند عدد از مجموعه -69 , ,..., }1 2 4 2   اند؟  اول105 نسبت به 2

1 (180  2 (186  3 (192  4 (194  
هيچ يك  چند نفر در    . اند   نفر در هر دو كلاس شركت كرده       23 نفر در كلاس عربي و       31 نفر در كلاس ادبيات و       35آموز يك دبيرستان       دانش 51از   -70

 )82سراسري ـ (  ؟ اند دهكرناز دو كلاس شركت  

1 (5  2 (6  3 (7  4 (8  
a كه نسبت به     abتر از     اگر تعداد اعداد مثبت و كوچك      -71 b اند، برابر      اولk    باشد و a، b   و c           اعداد اول غير مساوي باشـند، تعـداد اعـداد 

a كه نسبت به عدد  abcتر از   مثبت كوچك b c 80آزاد ـ (  اند، كدام است؟    اول( 

1 (k(c )
c
1  2 (k  3 (c k  4 (k(c )1  

 )81آزاد ـ (   اول باشند؟ 60 و  75 وجود دارد كه نسبت به اعداد 301تر از  چند عدد صحيح مثبت و كوچك    -72

1 (160  2 (40  3 (80  4 (180  

3اگر تعداد اعداد طبيعي كه نسبت به عدد          -73 23  باشد، تعداد اعداد طبيعي كه نـسبت بـه عـدد             kترند    اند و از آن كوچك       اول 5 2 4 22 3 5 
 )82آزاد ـ (  ترند كدام است؟   اند و از آن كوچك  اول

1 (k1 2  2 (k  3 (k3  4 (k6  
}ي    از مجموعهaبه ازاء چند مقدار   -74 , , ,..., }1 2 3 5 axي  ي سياله ، معادله0 y 1 8  )82آزاد ـ (   داراي  جواب است؟ 3

1 (22  2 (25  3 (18  4 (27  
Aچند تابع پوشا از  -75 { , , , , } 1 2 3 4 B به 5 { , } 1  )84آزاد ـ (   وجود دارد؟2

1 (24  2 (23  3 (31  4 (30  
}ي  ي انعكاسي و غيرتقارني روي مجموعه   چند رابطه -76 , , , }1 2 3  )85آزاد ـ (  توان نوشت؟   مي4

1 (62  2 ( 68 2  3( ( )6 68 4 2  4 (6 64 2  
xي  معادله -77 x x x x    1 2 3 4 5 1 x چند جواب صحيح غير منفي با شرط  0 ,x ,x 1 2 33  )85آزاد ـ (  ، دارد؟4

1 (5  2 (13  3 (12  4 (10  
Aچند تابع يك به يك از    -78 { , , , } 1 2 3 B به 4 { , , , , } 1 2 3 4 ) وجود دارد كه شامل عضو  5 , )1  )86آزاد ـ (   باشد؟ 1

  120) 4  60) 3  24) 2  صفر ) 1
  

* 



  

  
  

  اصل شمول و عدم شمول
  

  هاي تشريحي پاسخ
  
  

  :پذيرند  بخش3ي اعدادي باشد كه بر   مجموعهAاگر   )4( ي گزينه -25

| A | | S | | A | [ ]      1 0 01 0 0 1 0 0 3 3 6 73  

 نباشـند،   2 در نظر بگيريم كه شامل رقم        Sي اعدادي از       را مجموعه  A باشد و    4 تا    رقمي با ارقام     4ي اعداد      مجموعه Sاگر    )4( ي گزينه -26
  :داريم

| S |

| A |

 
 
4 5 5 5 5 0 0
3 4 4 4 1 9 2

  

|: را دارند برابر است با2 كه رقم Sلذا تعداد اعدادي از  S | | A |   5 0 0 1 9 2 3 0 8  
 ـ   مجموعهA2ي داوطلبان كنكور سراسري و         مجموعه A1اگر    )3( ي گزينه -27 ا توجـه بـه فـرض سـؤال نتيجـه      ي داوطلبان كنكور آزاد باشـد، ب
  :گيريم مي

| A | , | A | , | A A |  1 2 1 25 0 3 0 2 5  

| A A | | S | | A A |

| A A | | A | | A | | A A | | A A | | A A |

    
        

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

80 25 55
55 50 30 25

 
   

  

انـد، درايـن    ن فلـج اطفـال و كـزاز را تزريـق كـرده      نوزادهايي در نظر بگيريم كه به ترتيب واكس ي  را مجموعهB و  A را كل نوزادان و      Sاگر    )1( ي گزينه -28
 :صورت داريم

| A B | | A | | B | | A B |      8 0 9 0 1 4 0 3 0   
  :اند برابر است با لذا تعداد نوزاداني كه فقط يكي از اين دو واكسن را تزريق كرده

| A B | | A | | B | | A B |       2 8 0 9 0 6 0 1 1 0  
فرض كنيد     )3( ي گزينه -29 S , ,..., 1 2 1 0 0، A1 ي اعضايي از       مجموعهS     باشد كه مربع كامل و A2ي اعضايي از   مجموعهS  باشد كـه 

|در اين صورت    . اند  مكعب كامل  S | 1 0 0، | A |1 1 21 و   …،  22،  21زيرا   (0 |و  )  هـستند  Sي    هـاي كامـل  مجموعـه         تنها مربع  0 A |2 4 
  ). هستندSي  هاي كامل مجموعه تنها مكعب) 34 و 33 ،32، 31زيرا (

Aهمچنين   A1 2 ي اعضايي از       مجموعهS        اند، معادلاً      است كه هم مربع و هم مكعب كاملA A1 2  ي اعـضايي از      مجموعـه S     اسـت كـه 
|اند، لذا     توان ششم كامل   A A |1 2 2)   در   62 و   61فقط A A1 2  گيريم تعداد اعضايي از       نتيجه مي ).  قرار دارندS   ع و نه مكعـب      كه نه مرب

  :اند برابر است با كامل
| S | | A A | ( )     1 2 1 0 0 1 0 4 2 8 8  

 )4( ي گزينه -30

:S | S |     4 4 4 4 2 5    رقمي 4ي اعداد  مجموعه6
 :A A | A A |     1 2 1 2 2 2 2 2 1 6 2 و 1 رقمي فاقد 4ي اعداد   مجموعه  

  :است با وجود دارد، برابر 2 و 1ها حداقل يكي از ارقام   رقمي كه در آن4لذا تعداد ارقام 
| A A | | S | | A A |    1 2 1 2 2 5 6 1 6 2 4 0   

  :ت با باشند، جواب برابر اس3 باشد كه فاقد رقم Sاي از اعداد   مجموعهA  و 3و،1،2 رقمي با ارقام 4ي اعداد   مجموعهSاگر   )2( ي گزينه -31
| S | | A |         3 4 4 4 2 3 3 3 1 3 8  

A 

B 

B 

B 

B 

B 

B 
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ترتيـب  گيريم كـه      نظر مي  در Sي اعدادي از       را به ترتيب مجموعه    A2 و   A1 و   3 تا    رقمي با ارقام     4ي اعداد      را مجموعه  S  )3( ي گزينه -32
  :در اين صورت داريم.  را ندارند1 و هاي  رقم

| S |

| A | , | A |

 
   1 2

3 4 4 4 1 9 2
3 3 3 3 8 1 2 3 3 3 5 4

  

| A A | 1 2 2 2 2 2 1 6  

  :در اين صورت پاسخ سؤال برابر است با
| S | | A | | A | |A A |       1 2 1 2 1 9 2 8 1 5 4 1 6 7 3  

  :پذيرند  بخش3 و 2 بر  به ترتيب گيريم كه ي اعدادي درنظر مي  را مجموعهA2 و A1  )4( ي گزينه -33

| A A | | A | | A | | A A | [ ] [ ] [ ]        1 2 1 2 1 2
1 0 0 1 0 0 1 0 01 0 0 1 0 0 3 32 3 6   

  :با استفاده از اصل شمول و عدم شمول داريم  )4( ي گزينه -34
| A A A | | S | | A | | A | | A | | A A | | A A | | A A | | A A A |

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

       

        

1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 3

1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 01 0 0 2 62 3 5 6 1 0 1 5 3 0

      
  

 )1( ي گزينه -35

:S | S |    9 1 0 1 0 9 0    رقمي 3ي اعداد   مجموعه0
:A | A |    1 1 8 9 9 6 4   2 رقمي فاقد 3ي اعداد   مجموعه8
:A | A |    2 2 8 9 9 6 4    5 رقمي فاقد 3ي اعداد   مجموعه8

:A A | A A |    1 2 1 2 7 8 8 4 4 8 5 و 2 رقمي فاقد 3ي اعداد   مجموعه   
  : وجود دارند، برابر است با5 و 2ها هر دو رقم   رقمي كه در آن3لذا تعداد اعداد 

   9 0 0 6 4 8 6 4 8 4 4 8 5 2  
 مجموعه تعلق دارند، برابر اسـت       2 باشند، تعداد اعدادي كه فقط به يكي از          6 و   4ي مضارب      به ترتيب مجموعه   A2 و   A1اگر    )4( ي گزينه -36
  :با

| A A | | A | A | | A A | [ ] [ ] [ ]           1 2 1 2 1 2
1 0 0 1 0 0 1 0 02 2 2 5 1 6 1 6 2 54 6 1 2  

گيريم    در نظر مي   Sي اعدادي از       را مجموعه  A2 و   A1 . باشد 5 و   4 ،3 ،2 ،1 رقمي با ارقام     4ي اعداد      مجموعه Sفرض كنيد     )1( ي گزينه -37
  : را دارند، برابر است با2 و 1  كه هر دو رقم Sدر اين صورت تعداد اعدادي از .  را ندارند2 و 1هاي  كه به ترتيب رقم

| S | | A | | A | | A A |       4 4 4 4
1 2 1 2 5 4 4 3 1 9 4  

  
 باشـند كـه     Sي اعـدادي از        مجموعه C و   A  ،B باشد و    5 و   4،  3،  2،  1ي اعداد چهار رقمي با ارقام            مجموعه S فرض كنيد    )2( ي گزينه -38
 هستند كـه فقـط بـه يكـي از         S را دارند اعضايي از      3 و   2،  1در اين صورت اعدادي كه دقيقاً دو تا از سه رقم            .  را ندارند  3 و   2،  1هاي،    ترتيب رقم   به

A ،B و Cلذا تعداد اين اعداد برابر است با.  تعلق دارند:  
| A | | B | | C | | A B | | B C | | A B C |                4 4 4 4 4 4 42 2 3 4 4 4 2 3 2 3 2 3 3 2 330    

 مجموعـه جايگـشتهايي باشـند كـه     C و A ،B باشـد و     dreamي    ي كل جايگشتهاي حروف كلمه       مجموعه S فرض كنيد    )2( ي گزينه -39
  :در اين صورت پاسخ برابر است با.  در سر جاي اصلي خود قرار دارندr و d ،mترتيب حروف  به

| S | | A | | B | | C | | A C | | B C | | A B C | ! ! ! ! ! ! !             5 4 4 4 3 3 3 64     
 gle و   tri  ،anهـاي     ترتيب عبارت    باشند كه به   triangleي     مجموعه جايگشتهايي از حروف كلمه     C و   A  ،B فرض كنيد    )3( ي گزينه -40

  : صورت پاسخ برابر است با در اين. را دارند
| A B | | A C | | B C | | A B C | ! ! ! !        2 5 4 5 2 3 252      

ترتيب    مجموعه جايگشتهايي باشند كه به     D و   A  ،B  ،C باشد و    mail مجموعه كل جايگشتهاي حروف كلمه       S فرض كنيد    )1( ي گزينه -41
  :اين صورت پاسخ برابر است بادر .  در سر جاي اصلي خود قرار دارندl و m ،a ،iحروف 

| S | | A | | A B | | A B C | | A B C D | ! ! !4 6 4 4 4 3 6 2 4 1 9                  

C 

A

B 

C 

B 

B 

C 
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| اتاق باشد، در اين صورت       3هاي تقسيم افراد در       ي كل روش     مجموعه Sفرض كنيد     )2( ي گزينه -42 S |  انتخاب وجود   3 زيرا براي هر نفر      ،43
. هايي كه اتاق اول خالي بماند، ديگري اتاق دوم و در نهايـت اتـاق سـوم خـالي بمانـد      ب نيستند، يكي آنهاي تقسيم مطلو  دسته از اين روش 3. دارد
 :در اين صورت. ناميم  ميA3 و A1،A2 دسته را به ترتيب 3اين

| A | | A | | A | ,| A A | | A A | | A A | ,| A A A |      4
1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 32 1       

|ي     مثلاً براي محاسبه   زيرا A گيـريم   نتيجه مـي .  انتخاب وجود دارد   2 توجه كنيد كه هر فرد را بايد به اتاق دوم يا سوم بفرستيم، لذا براي هر نفر                   ،1|
  :هاي مطلوب تقسيم برابر است با تعداد روش

| S | | A A A | ( )         4 4 4 4
1 2 3 3 2 2 2 1 1 1 3 6    

 

 ســكه برســد، در ايــن صــورت     x4 و x1 ،x2، x3مــد و حــسين بــه ترتيــب      مح، رضــا ،فــرض كنيــد بــه علــي      )4( ي گزينه -43
x x x x   1 2 3 4 1 xهـاي ايـن معادلـه را بـا شـرايط              با توجه به شرط مسأله بايد تعـداد جـواب         . 0 1 3، x 2 3، x 3   و 

x 4 ــابيم ــد  .  بي ــرض كني ــهSف ــواب  مجموع ــه   ي ج ــه در مجموع ــن معادل ــاي اي ــورت     ه ــن ص ــد، در اي ــامنفي باش ــحيح و ن ــداد ص ي اع

!| S |
! ! !

       
 

1 3 1 3 1 3 1 2 1 1 2 8 63 1 0 33
xهايي كـه       مطلوب نيستند، يك دسته جواب     Sهاي    دو دسته از جواب   .  1 ي ديگـر       و دسـته   4

xهايي كه  جواب 2   :در اين صورت. ناميم  ميA2 و A1اين دو دسته را به ترتيب . 4

 ( ) !| A | | A |
! ! !

                  
   

1 2
1 0 4 1 4 9 9 9 8 7 8 43 6 33 3

  
 

A A1 2ــه ــواب  مجموع ــه ي ج xي  هــاي معادل x x x   1 2 3 4 1 ــرايط 0 ــا ش x ب 1 4 ،x 2 4، x 3  و x 4  ــذا  اســت، ل
( )

| A A |
        

     
   

1 2
1 0 4 1 4 4 5

1 0
3 3

 
،گيريم پاسخ برابر است با  نتيجه مي:  

| S | | A A | ( )     1 2 2 8 6 8 4 8 4 1 0 1 2 8  
  : باشند، داريمAهاي تقارني روي مجموعه  ي رابطه  مجموعهA1ها و  ي كل رابطه  مجموعهSاگر   )4( ي گزينه -44

| S | , | A |    9 3 3
12 5 1 2 2 2 6 4  

  :لذا تعداد روابطي كه تقارني نيستند برابر است با

| A | | S | | A |    1 1 5 1 2 6 4 4 4 8  

  : فرض كنيم، داريمAهاي تقارني و پادتقارني روي مجموعه  ي رابطه  را به ترتيب مجموعهA2 و A1اگر   )2( ي گزينه -45
| A A | | A | | A A |  1 2 1 1 2 تعداد روابط تقارني كه پادتقارني نباشند   

  :لذا بايد تعداد روابط تقارني و پادتقارني را از تعداد روابط تقارني كم كنيم
| A A | | A | | A A |     3 3 3

1 2 1 1 2 2 2 2 5 6   
}ي  هاي پادتقارني و انعكاسي روي مجموعه ي رابطه  به ترتيب مجموعهA2 و A1اگر   )2( ي گزينه -46 , , , }1 2 3   : باشند، دراين صورت داريم4

|A A | | A | | A A |  1 2 1 1 2 اند و انعكاسي نيستند هايي كه پادتقارني  تعداد رابطه  
  :ا از تعداد روابط پادتقارني كم كنيملذا بايد تعداد روابط انعكاسي و پادتقارني ر

| A A | ( )      6 4 6 6 7
1 2 3 2 3 3 1 6 1 3 5  

 عـضوي  3ي  هاي بازتابي و پادتقـارني روي مجموعـه   ي رابطه  به ترتيب مجموعه   A2 و   A1ها و     ي كل رابطه     مجموعه Sاگر    )3( ي گزينه -47
Aباشند، داريم :  

| A A | | S | | A A | | S | | A | | A | | A A |      1 2 1 2 1 2 1 2  اند  تعداد روابطي كه نه بازتابي و نه پادتقارني  

| S | , | A | , | A | , | A A |         9 6 3 3 3 3
1 2 1 22 5 1 2 2 6 4 2 3 6 2 1 6 3 2 7  

| A A |     1 2 5 1 2 6 4 2 1 6 2 7 2 5 9  

A2A1

C 

C 

A

B 

B 

B 
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  : باشند، داريمAي  هاي بازتابي روي مجموعه ي رابطه  مجموعهA2هاي تقارني و پادتقارني و  ي رابطه   مجموعهA1اگر   )2( ي گزينه -48
| A A | | A | | A A |  1 2 1 1 2 اند، ولي انعكاسي نيستند  تعداد روابطي كه تقارني و پادتقارني .  

  :تقارني و پادتقارني كم كنيملذا بايد تعداد روابط انعكاسي، تقارني و پادتقارني را از تعداد روابط 
| A A |  5

1 2 2 1 3 1  
  :با توجه به فرض سؤال داريم  )1( ي گزينه -49

Aهاي تقارني شامل  مجموعه رابطه :(c,c) (a,b)1 و  
Aهاي بازتابي شامل   رابطه مجموعه :(c,c) (a,b)2و  

  :لذا جواب برابر است با

| A A | | A | | A A |     3 5 5
1 2 1 1 2 2 2 2 2 2 4   

 بازتــابي، تقــارني و پادتقــارني روي هــاي   رابطــهي  بــه ترتيــب مجموعــهA3 و A1 ، A2اگــر   )4( ي گزينه -50
  : باشند دراين صورت جواب برابر است با{a,b,c} ي مجموعه

| A | | A A | | A A | | A A A |       6 3 3
2 1 2 2 3 1 2 3 2 2 2 1 4 9     

 
M را كه M هاي ماتريسبايد تعداد   )4( ي گزينه -51 A يا M A،هاي   از تعداد كل ماتريس3   :داريم.  كم كنيم3

( ) ( )           9 6 32 2 2 1 5 1 2 6 4 8 1 5 1 2 7 2 1 4 4   هاي مطلوب  تعداد ماتريس1
، تعداد روابط بازتابي و تقارني كه ترايايي نباشند، برابر است با تعداد روابط بازتابي و تقارني منهاي تعـداد            Aي ناتهي     مجموعهروي    )1( ي گزينه -52

  :لذا داريم. ارزي روابط هم
  62 1 5 4    تعداد روابط بازتابي، تقارني و غير ترايايي9

A ،1 عضوي 4ي  جموعه روي م:يادآوري   . ارزي وجود دارد ي هم  رابطه5
3!لذا جواب سؤال برابر است با ، !n برابر است با B عضوي nي   به مجموعهA عضوي nي  تعداد توابع پوشا از مجموعه  )2( ي گزينه -53 6.  
|شوند در اين صورت   تعريف ميB به A كل توابعي باشد كه از Sاگر   )3( ي گزينه -54 S | 32   :چنين داريم  هم.8

:A | A | 1 1   . در بردشان نيستa تعداد توابعي كه 1
:A | A | 2 2   . در بردشان نيستb تعداد توابعي كه 1

:A | A A | 3 1 2 بعي كه  تعداد تواa bدر بردشان نيستو .  
  : برابر است با. در بردشان قرار داردb و aلذا تعداد توابعي كه 

| S | | A | | A | | A A |       1 2 1 2 8 1 1 6   
Aگيريم كه از      ي كل توابعي درنظر مي       را مجموعه  S  )4( ي گزينه -55 {a,b,c,d,e}   به B {a,b,c}    شـوند    تعريـف مـي .A1  ،A2  و 
A3ها، به ترتيب  گيريم كه در برد آن هايي را از اين توابع در نظر مي  را مجموعهa ،b و cبنابراين.  قرار ندارد :  

| S | , | A | | A | | A |   5 5
1 2 33 2  

| A A | | A A | | A A | , | A A A |   5
1 2 1 3 2 3 1 2 31       

| A A A |      5 5
1 2 3 3 3 2 3 1 150  تعداد توابع پوشا از A به B  

 بازتابي و تقارني بوده، ولـي  R آنگاه شرايط داده شده در مساله معادل آن است كه ، باشدMي متناظر با ماتريس   رابطهRاگر    )1( ي گزينه -56
ي   نــشان دهــيم آنگــاه هــدف مــا محاســبهB و بازتــابي بــودن را بــا T1 و تقــارني بــودن را بــا T2حــال اگــر ترايــايي بــودن را . ترايــايي نباشــد

n(B T T )1 2 است كه داريم :  
n(B T T ) n(B T ) n(B T T ) n(B T ) (M ــط هــم ارزي روي( تعداد رواب        6

1 2 1 2 1 1 2 1 5 6 4 1 5 4 9       
  : داريم، تا در نظر بگيريمn را A تاست، پس اگر تعداد اعضاي A ،64ي  از آنجا كه تعداد روابط تقارني روي مجموعه  )1( ي گزينه -57

n n n n
n n n n

 
        

2 2
6 22 22 2 2 6 4 2 1 2 3  

  : عضوي است كه داريم3ي   بازتابي و غيرترايايي روي يك مجموعه،در نتيجه هدف ما يافتن تعداد روابط تقارني
n(B Tn(B T ) n(B T) ــديتعــــــدي(        تع   8 5 3     

A3

A1A2

B 

B 

C 

B 

C 

B 

B 

C 

C 

B 
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xي  هاي طبيعي معادله ي جوابي همه  مجموعه،Sفرض كنيد   )3( ي گزينه -58 y z   1   :دراين صورت داريم.  باشد5

| S |
             

1 5 1 1 4 1 4 1 3 9 123 1 2
  

xهاي طبيعي معادله با شرط  ي جواب  را نيز مجموعهAاگر     :در نظر بگيريم، داريم)  نامطلوبهاي جواب (6

A :x , y , z | A | | S | | A |
    

         
 

1 5 2 6 1 1
6 1 1 3 6 5 5

2
  

xي    هاي صحيح و نامنفي معادله      ي جواب    مجموعه Sفرض كنيد     )3( ي گزينه -59 y z   1  باشد كـه  Sهايي از      جواب  ي   مجموعه A1 و   0
x  y باشند كه Sهايي از  ي جواب  مجموعهA2 و 5    :دراين صورت داريم). هاي نامطلوبند  دو دسته از جوابA2 و A1در واقع  (6

A : x , y , z | A |

A : x , y , z | A |

A A : x , y , z | A A |

 
      

 
 

      
 

    

1 1

2 2

1 2 1 2

7
5 2 1

2
6

6 1 5
2

5 6

 

 

   

  

xهايي از معادله كه  لذا تعداد جواب  y و 4    :، برابر است با5

| S | | A | | A | | A A |
 

       
 

1 2 1 2
1 2

2 1 1 5 3 0
2

  

xچون  :  دوم وشر  y و   4   نيز به صورت منحصر بـه فـرد تعيـين    zعدد هر بار  دارد و  انتخاب وجودy  ،6 انتخاب و براي     x  ،5 لذا براي    ،5
لذا معادله . شود مي 5 6 3   .  جواب دارد0
xي    هـاي صـحيح  معادلـه        ي جواب ي همه    مجموعه Sفرض كنيد     )1( ي گزينه -60 y z   1 x بـا شـرايط      4  1  ،y  z و   2    درايـن  .  باشـد

  :صورت داريم

| S |
      

        

1 4 3 1 1 2 1 3
7 8

3 1 2
  

  : كنيم  را مشخص ميA3  وA1 ، A2هاي نامطلوب  چنين با توجه به اصل شمول و عدم شمول مجموعه هم

A :x , y , z | A |

A :x , y , z | A |

      
            

      
            

1 1

2 2

1 4 3 1 7 2 7
7 2 2 1

3 1 2
1 4 3 1 1 7 8

1 7 2 8
3 1 2




  

A :x , y , z | A |

A A :x , y , z | A A |

       
            

      
            

3 3

1 2 1 2

1 4 3 1 1 2 8 5
1 2 8 1 0

3 1 2
1 4 3 1 7 7 2

7 7 1
3 1 2

  
  

A A :x , y , z | A A |

A A :x , y , z | A A |

A A A :x , y , z | A A A |

    

    

    

1 3 1 3

2 3 2 3

1 2 3 1 2 3

7 2 8
1 7 8

7 7 8

  
  
    

  

:لذا جواب برابر است با    7 8 2 1 2 8 1 0 1 2 0  
ixبا توجه به شرط       )2( ي گزينه -61  7   ي    ي معادلـه  هـاي صـحيح و نـامنف         تمام جـوابx x x  1 2 3 ) جـواب    3 غيـر از     8 , , )8  ، 

( , , )8  و ( , , )8 ها برابر است با لذا تعداد جواب.  قابل قبول است:  
  

   

8 3 1
3 4 2

3 1
  

B 

C 

C 

B 
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xي    هاي صحيح و نامنفي معادلـه       ي جواب  مجموعه همه  Sفرض كنيد     )1( ي گزينه -62 x x  1 2 3 1 ix بـا شـرايط      2  در ايـن   .  باشـد  2
  :صورت داريم

| S |
                 

1 2 3 1 2 2 2 8 8 7 2 823 1 2
  

  :كنيم  را مشخص ميA3 و A1، A2هاي نامطلوب  چنين مجموعه هم

A :x , x , x | A |
       

            
1 1 2 3 1

1 2 3 1 6 2 2 4
6 2 2 6

3 1 2
  

|  :  داريمA3 و  A2با توجه به شرايط مشابه براي     A | | A | | A |  1 2 3 6  
A A :x , x , x | A A |    1 3 1 2 3 1 26 6 2    

A هـاي   با توجه به شـرايط مـشابه بـراي مجموعـه           A1 3   و A A2 3    گيـريم      نتيجـه مـي| A A | | A A | | A A |  1 2 2 3 1 3    
|چنين واضح است كه  هم A A A |1 2 3  پس با توجه به اصل شمول و عدم شمول جواب برابر است با :  

| S | | A | | A A | | A A A |      1 1 2 1 2 33 3 2 8 3 6 1 0    
xي  هاي معادله ي جواب    مجموعه Sفرض كنيد     )3( ي گزينه -63 y z   1  Sهـاي   سه دسته از جواب. ي اعداد طبيعي باشد  در مجموعه2

xهايي كه     يك دسته جواب  . مطلوب نيستند   yهايي كه     ي ديگر جواب    ، دسته 7  zهـايي كـه    ي آخر جواب    و دسته  7   دسـته را بـه   3ايـن . 7

|در اين صورت    . دهيم   نشان مي  A3 و   A1، A2ترتيب با    S |
 

  
 

1 1
5 5

2
، ( )

| A |
       

     
   

1
1 2 3 1 7 1 1 5

1 0
2 2

 طور مـشابه     و به  

| A | | A | 2 3 1 Aهمچنين واضح است كه . 0 A1 2، A A1 3، A A2 3 و A A A1 2 3 پس پاسخ برابر است با.  همگي تهي هستند: 
| S | | A A A | ( )     1 2 3 5 5 1 0 1 0 1 0 2 5  

 
i ريـالي برسـد،      20 سكه   iy ريالي و    10 سكه   ixام؛  i فرض كنيد به نفر      )4( ي گزينه -64 , , 1 2 x، در ايـن صـورت       3 x x  1 2 3  و  4

y y y  1 2 3  S مجموعه جوابهـايي از      iAه كليه جوابهاي اين دو معادله در مجموعه اعداد صحيح نامنفي باشد و               مجموع Sفرض كنيد   . 7
iباشد كه ،     , , 1 2  برسد برابر تعـداد جوابهـايي از        كه به هر سه نفر حداقل يك سكه          نفر طوري  3ها بين     در اين صورت تعداد راههاي توزيع سكه      . 3

Sيك از   است كه در هيچA1 ،A2 و A3پس پاسخ برابر است با.  قرار ندارند:  

| S | | A | | A A | | A A A |
     

            
     

1 1 2 1 2 3
6 6 5 5

3 3 3 3 153
2 2 1 1

     

چون   )1( ي گزينه -65 32 4 2   :اول باشد) 24عوامل اول  (2 و 3 رقمي را پيدا كنيم كه نسبت به 2 لذا بايد اعداد طبيعي ،3
A | A | [ ] [ ]      1 1

9 9 9 4 9 4 4 52   2پذير بر  ي اعداد دو رقمي بخش  مجموعه2

A | A | [ ] [ ]      2 2
9 9 9 3 3 3 3 03   3پذير بر  ي اعداد دو رقمي بخش  مجموعه3

A A | A A | [ ] [ ]      1 2 1 2
9 9 9 1 6 1 1 56 6 6پذير بر  اعداد دو رقمي بخشي   مجموعه  

  :لذا جواب سؤال برابر است با
| S | | A | | A | | A A |       1 2 1 2 9 0 4 5 3 0 1 5 3 0  

) عدد متوالي   6دانيم از هر      مي: روش دوم    ) 6  رقمي شامل2ي اعداد  چون مجموعه. اند   اول6 عدد نسبت به 2 9 0 1 5  عدد متوالي است، 6
ن مجموعه پس از اي 1 5 2 3   .اند  اول6 عدد نسبت به 0

)جواب سؤال   )2( ي گزينه -66 ) 7   : داريم. است0
( ) ( )( )( )         1 1 17 0 2 5 7 7 0 7 0 1 1 1 2 42 5 7  

)باشد، لذا جواب سؤال همان    مي5 و 3 و 2 يكسان و برابر اعداد 60 و 240عوامل اول   )4( ي گزينه -67 ) 2 4   . است 0

( ) ( )( )( )     1 1 12 4 0 2 4 0 1 1 1 6 42 3 5  

) عدد متوالي دقيقاً     30دانيم از هر      مي  )3( ي گزينه -68 ) 3 0 }ي  چون مجموعه. اند  اول30 عدد نسبت به   8 , ,..., }8 1 8 2 9 8 9 شـامل  0 0 0 
)عدد متوالي است، لذا پاسخ برابر  ) 3 0 3 0 2 4   .  است0
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) عدد متوالي دقيقاً     105دانيم از هر      مي  )4( ي گزينه -69 ) 1 0 5 4 }ي    چون مجموعه . اند   اول 105 عدد نسبت به     8 , ,..., }1 2 4 2  422 شـامل    2
عدد صحيح متوالي است و        4 2 2 4 1 0 5 }ي    ، پس در مجموعه   2 , ,..., }1 2 4 2 )  دقيقاً 0 ) 4 1 0 5 1 9 ضمناً . اند  اول105 عدد  نسبت به 2

لذا جواب برابر . اند  اول105 نيز نسبت به 422 و 421 عدد 2 1 9 2 2 1 9   .  است4
  :كنندگان كلاس عربي باشد، داريم ي شركت موعه مجBكنندگان كلاس ادبيات و  ي شركت  مجموعهAاگر   )4( ي گزينه -70

| A | , | B | , | A B | | A B | | A | | B | | A B | | A B |           3 5 3 1 2 3 4 3 5 1 4 3 8     
 )4( ي گزينه -71

k

(ab) k ab( )( ) k (a )(b ) k
a b

(abc) abc( )( )( ) (a )(b )(c ) k(c )
a b c

         

          

1 11 1 1 1

1 1 11 1 1 1 1 1 1
  

كه    با توجه به آن   : راه اول   )3( ي گزينه -72  27 5 3  و   5  26 0 2 3 طبـق اصـل    . پـذير باشـند      بخـش  5 و   3 ،2، اعداد مورد نظر نبايد بر       5
  : و عدم شمول تعداد چنين اعدادي برابر است باشمول

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]               3 0 0 3 0 0 3 0 0 3 0 0 3 0 0 3 0 0 3 0 03 0 0 3 0 0 1 5 0 1 0 0 6 0 5 0 3 0 2 0 1 0 8 02 3 5 6 1 0 1 5 3 0  

,a)پذير نباشد، داريم       بخش 5 و   3 ،2 بر   aاگر  : راه دوم  ) 3 0 0 ، زيرا   1  2 23 0 0 2 3 تـر از   خـواهيم كـه كوچـك    ، پس تعداد اعدادي را مي    5
)اند، يعني همان   هستند و نسبت به آن اول301 ) 3 0   :، بنابراين 0

( ) ( )( )( )            2 2 1 1 13 0 0 2 3 5 1 1 1 2 5 2 4 8 02 3 5  

  :داريم. (n):اند، برابر است با  اولn كه نسبت به nتر از  تعداد اعداد طبيعي كوچك  )4( ي گزينه -73

k ( ) ( )( )           3 2 3 2 21 13 5 3 5 1 1 3 5 2 43 5  

( ) ( )( )( ) k k                   2 4 2 2 4 2 31 1 12 3 5 2 3 5 1 1 1 2 3 5 2 4 2 3 62 3    مقدار مطلوب5

,a)بايد    )1( ي گزينه -74 ) |1 8 ,a)، يعني   3 ) 1 8 ,a) يا   1 ) 1 8 چون  . 3 1 8 2  باشد، ثانياً نبايد مضرب     2 مضرب   بايد ن a، پس اولاً      9
  : برابر است باaبنابراين طبق اصل شمول و عدم شمول تعداد اعدادي چون .  باشد9

[ ] [ ] [ ]       5 0 5 0 5 05 0 5 0 2 5 5 2 2 22 9 1 8  

هـا نيـست،       متعلـق بـه بـرد آن       1ي تـوابعي كـه         مجموعـه  Bها نيست و       در برد آن   2ي توابعي باشد كه عدد         مجموعه Aاگر    )4( ي گزينه -75
| A B |هاي بخش آموزش داريم با توجه به مثال. خواهيم  را مي:  

| A B |    5 5 52 1 1 3 0   

هاي ديگر بـه   درايه.  هستند1هاي روي قطر اصلي همگي برابر       در ماتريس متناظر رابطه، قطعاً درايه       )4( ي گزينه -76 1 6 4  زوج متقـارن  62

و ) هـر دو صـفر يـا هـر دو يـك           ( حالت خواهند داشـت      2ها     تقارني باشد، هر كدام از اين زوج       Rي    اگر رابطه . شوند  نسبت به قطر اصلي تقسيم مي     
1چنين در حالت كلي  هم. ارني و انعكاسي داريمي تق  رابطه62بنابراين    :پس تعداد روابط انعكاسي و غيرتقارني برابر است با. ي انعكاسي داريم  رابطه22

  1 2 6 6 62 2 4 2  
iاگر فرض كنيم      )1( ي گزينه -77 iy x  3 ( i ) 1 yگـاه     ، آن 3 , y , y 1 2 3 1   و x ,x 4 5    هـاي    خـواهيم تعـداد جـواب        و مـي

yي  معادله y y x x    1 2 3 4 5   ). و مابقي صفر هستند1در هر جواب يكي از متغيرها ( جواب دارد 5اين معادله .  را پيدا كنيم1
 )2( ي گزينه -78

f {( , ), ( , x),( , y),( , z)} 1 1 2 3 4  
بـه  .  هـستند Bي  از مجموعـه ) يك بودن تـابع  به  به دليل يك  ( سه عضو متمايز     z و   x، yبه صورت بالا نشان بدهيم كه در آن         توانيم    تابع را مي  

  :تعداد چنين توابعي برابر است با.  انتخاب وجود داردz ،2 انتخاب و براي y ،3 انتخاب، براي x، 4همين دليل براي 
  4 3 2 2 4  
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